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Résumé. — La cohomologie d'un affinoide a des propriétés peu sympathiques; on y remédie en gé-
néral en rendant l'affinoide surconvergent. Dans cet article, nous nous intéressons a la dimension 1,
et nous calculons, en utilisant des décompositions analogues a celles des surfaces de Riemann en
pantalons, les différentes cohomologies des affinoides (pour donner un sens a ces décompositions,
nous sommes amenés & modifier légérement la notion de schéma formel p-adique, ce qui nous
conduit & définir la géométrie adoque - interpolation entre adique et ad hoc). Il en résulte que la
cohomologie d'un affinoide (de dimension 1) n’est pas si pathologique.

Nous en déduisons un calcul des différentes cohomologies des courbes sans bord (comme le
demi-plan de Drinfeld et ses revétements), et obtenons en particulier une description de leur co-
homologie proétale p-adique en termes du complexe de de Rham et de la cohomologie de Hyodo-
Kato, cette derniére ayant des propriétés similaires a celles de la cohomologie proétale ¢-adique,

pour £ # p.

Abstract. — Cohomology of affinoids does not behave well; often, this can be remedied by ma-
king affinoids overconvergent. In this paper, we focus on dimension 1 and compute, using analogs
of pants decompositions of Riemann surfaces, various cohomologies of affinoids. To give a mea-
ning to these decompositions we modify slightly the notion of p-adic formal scheme, which gives
rise to the adoc (an interpolation between adic and ad hoc) geometry. It turns out that cohomology
of affinoids (in dimension 1) is not that pathological.

From this we deduce a computation of cohomologies of curves without boundary (like the
Drinfeld half-plane and its coverings). In particular, we obtain a description of their p-adic pro-
étale cohomology in terms of de the Rham complex and the Hyodo-Kato cohomology, the later
having properties similar to the ones of £-adic pro-étale cohomology, for £ # p.
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Introduction

Soit p un nombre premier et soit C' un corps algébriquement clos, complet pour une va-
luation v,, vérifiant v,(p) = 1 et v,(C*) = Q. On note O I'anneau des entiers de C,
mc l'idéal maximal de ¢, k¢ son corps résiduel, Oy 'anneau W (kc) et Cle SOus-corps
W (ko)) de C.

Si K est un sous-corps fermé de C, on note G le groupe Autg (C) des automorphismes
continus de C laissant fixe K.

0.1. Cohomologie proétale p-adique

Soit X une courbe analytique définie sur C' (vue, selon le contexte comme une courbe
rigide analytique, un espace de Berkovich de dimension 1, etc.) et, sauf mention explicite
du contraire, lisse et (géométriquement) connexe. Si X est compacte () sa cohomologie a de
bonnes propriétés : les groupes de cohomologies de de Rham H 3, (X)) ou étale H_, (X, Q(1)),
ot £ est un nombre premier, sont de dimension finie, indépendante de la cohomologie consi-
dérée (et invariante par extension des scalaires de C' & un surcorps avec les mémes propriétés),
sur le corps adéquat. De plus, on a des théorémes de comparaison reliant ces différentes co-
homologies.

Il n'en est pas de méme si X est seulement quasi-compacte mais pas compacte (i.e un affi-
noide ) : dans ce cas, H}(X,Qu(1)) est encore de dimension finie si £ # p, mais H, (X)
est un C-espace de dimension infinie non séparé, et HZ (X, Q,(1)) est aussi de dimension
infinie (et dépend de C'). Nous nous proposons de montrer que, malgré ces pathologies ap-
parentes, la cohomologie des affinoides (et, plus généralement, des courbes non compactes) a
des propriétés raisonnables.

0.1.1. Courbes quasi-compactes. — Si Y est une courbe quasi-compacte, notons €(Y")** le
sous-groupe des f € O (Y)* telles que f — 1 soit topologiquement nilpotente.

Théoréme 0.1. — Si Y est un affinoide, on a un diagramme commutatif fonctoriel de ba-
nachs (9

0—>Qy®O(Y)*™ —= Hyour(Y, Q(1)) —= (B @ Hyig (Y)*?)V=0¢=F —0

(
H dlog i/ l/9®LHK
0—Q,20(Y)** QYY) HR(Y)y® ————=0

1. Cette restriction est due au fait que nous avons choisi d’exprimer les résultats en termes de I'anneau By ; une
formulation (un peu moins esthétique) qui n'utilise que Beyis serait possible et elle permettrait de supprimer cette
restriction.

2. Quel que soit le point de vue (rigide, Berkovich, etc.), une courbe compacte est, dans cet article, une courbe
propre, et un affinoide est quasi-compact mais pas compact.

3. Sauf mention du contraire, un affinoide est, dans ce texte, de dimension 1, lisse et connexe.

4. Si M est un Z-module, on pose Q, ® M := Q, ®z, (l(inn M/p™M).
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dans leque] la ligne du haut est exacte, celle du bas est un complexe, et toutes les fléches sont
d'image fermée.

Remarque 0.2. — (i) Il y a un énoncé au niveau entier, cf. rem. 0.19.

(ii) Un affinoide étant quasi-compact, on a H;met(Y, Qu(1)) = HL(Y,Qu(1)), pour tout £
(y compris £ = p), cf. [43, cor. 3.17].

(iii) Le groupe de cohomologie de Hyodo-Kato H}, (Y)*P est un C-espace de dimension
finie muni d’actions d'un frobenius semi-linéaire ¢, d'un opérateur de monodromie N véri-
fiant Ny = p N, et d'un isomorphisme de Hyodo-Kato :

wik : C @ Hiyg (V)P = Hip (Y)*,

ott Hi; (Y')*P désigne le séparé de H; () (i.e. son quotient par I'adhérence de 0) : le groupe
Hi (Y) est un C-espace de dimension infinie, non séparé, mais H, (Y)*P est de dimension
finie.

(iv) La preuve du théoréme utilise des méthodes syntomiques mais va plus loin : les mé-
thodes syntomiques [47, 17] fournissent naturellement un diagramme commutatif a lignes
exactes (%) ;

0— O(Y)/C —> HouY:Q(1) — (B & o Hiye (V)N =0 —0

i i/9®u-u<

QlY) Hae(Y) 0

0— 6(Y)/C

Par rapport au théoréme, il y a deux différences sensibles :

e Le groupe Hx (V) est,comme H; (Y'), de dimension infinie et non séparé (on a un iso-
morphisme tpk : C® 5 Hix (V) = Hi (Y)), alors que Hiy (Y)*P est séparé, de dimension
finie, et se décrit simplement (th. 0.13) en termes d’une triangulation de Y.

e La fliche 6(Y) — Q,®O(Y)** faisant commuter le diagramme évident est
f — exp(f) mais I'image de O(Y) par f — exp(f) est Q, ® O(Y)** qui est dense
dans Q, ® O'(Y)** mais ne lui est pas égal car &(Y)** n’est pas complet pour la topologie p-
adique : par exemple, si Y est la boule unité (i.e. 6(Y) = C(T)),alors [[,,~, (1 +p*/?"T)P"
ne converge pas dans C(7T') (mais converge dans O¢[[T])). -

Remarque 0.3. — Si Y est un affinoide de dimension d, et si 7 < d, le résultat ci-dessus
suggére que l'on pourrait peut-étre espérer une suite exacte

0—Q,&K", (V)™ — H

proet

(Y, Qu(r)) — (B:tr ® HIT{K(Y)Sep)N:O,wzpv‘ o

(Le groupe K", (Y)* est le sous-groupe du groupe de K -théorie de Milnor K”,(0(Y))
engendré par les symboles (f1,..., fr), avec f; € O(Y)**. Notons que, puisque I'on ne

5. H}y (V) est naturellement un quotient Wy /Wo de C-banachs et B = B\, [u] ou B\, est un C-banach (et

cris cris

donc B est une limite inductive de C-banachs). On définit B} & & Hii (Y) comme (BI ® oW )/ (B ® &eWa)
ot Bf ® s Wi =B} @+ (BL ® Wi).

cris
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prend que des symboles d’éléments de &'(Y)**, la relation de Steinberg disparait puisque
1—x¢ OY)*sixze OY)**)

Une des raisons de la forme du diagramme ci-dessus est que H'(Y, &) = 0.Si Y est com-
pacte, H'(Y, 0) # 05siY est de genre > 1, mais Q, ® O(Y)** = 0 et le diagramme prend la
forme (classique, c’est un cas particulier du théoréme de comparaison de Tsuji [47] ou méme,
dans ce cas, de Kato [34]) suivante :

Théoréme 0.4. — SiY est une courbe compacte, on a un diagramme commutatif fonctoriel,
dont les lignes sont exactes :

0— H!

proet

(Y. Qp(1)) — (B @¢ Hyy (YV)N=0¢=" — HY(Y,0) —0

| e |

0——Q\(Y) Hjp(Y) ————— H'(Y.0) —0

De plus, HI}

roet

(Y,Qp(1)) est un Qp-espace de dimension finie.

0.1.2. Affinoides surconvergents. — Une maniére standard de rendre la cohomologie de de
Rham d'un affinoide plus raisonnable est de le rendre surconvergent : sa cohomologie de
de Rham devient de dimension finie (et topologiquement séparée). En écrivant un affinoide
surconvergent Yt comme une limite projective d’affinoides Y5, pour § > 0, en utilisant la
description du groupe Hyy (Y5)*P du th.0.13 ci-dessous, et en passant a la limite dans le
th. 0.1, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 0.5. — Si YT est un affinoide surconvergent, on a le diagramme commutatif fonc-
toriel d’espaces vectoriels topologiques suivant :

0—= O(Y1)/C == Hlou(Y1,Q,(1)) —= (BE @ Hly (Y1) V=097 —> 0

| | o

0— o(vh/c Q1Y) Hip (Y1) ————0

dans lequel les lignes sont exactes et toutes les fleches sont d'image fermée.

Remarque 0.6. — (i) Par définition, H;met(YT, Q,(1)) = 1i_n>1(S H;met(Y(;, Q,(1)), et
Hi (YT = 1i_n>16 HLx (Y5) est un C-espace de dimension finie muni d’actions d'un
frobenius semi-linéaire ¢ et d'un opérateur de monodromie N, et d'un isomorphisme
LHK : C@C“v H%{K(YT) = HjR(YT)

(ii) Comme H} (YT) est de dimension finie, (B} ® Hyy (YT))9=PN=0 est I'espace des
C-points d'un espace de Banach-Colmez [13]. Comme &/(YT) est I'espace des sections glo-
bales d'un faisceau cohérent, on voit que la cohomologie étale géométrique d'un affinoide
surconvergent, bien que trés grosse, est composée d’objets ayant des propriétés de finitude
raisonnables.
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(iii) Les Q,-espaces vectoriels topologiques (Byf @5 Hyj (Y1))V=0¢=P et Hj (YT) sont
des banachs mais tous les autres espaces non nuls du diagramme sont des limites inductives

de banachs.

0.1.3. Courbes sans bord. — Supposons maintenant que Y n’est pas compacte mais n’a pas
de bord quand méme (6) (courbe Stein) : par exemple, une courbe ouverte obtenue en reti-
rant un nombre fini de disques fermés d'une courbe propre, ou un revétement étale du demi-
plan de Drinfeld. Dans ce cas, H gz (Y') n’est pas forcément de dimension finie, mais c’est un
espace séparé, limite projective dénombrable d’espaces de dimension finie. Si ¢ # p, alors
lemet(Y, Qq(1)) est aussi une limite projective dénombrable d’espaces séparés de dimension
finie, mais ce n’est pasle cas si £ = p.

Une telle courbe est une réunion croissante stricte d’affinoides ou, au choix, d’affinoides
surconvergents, et on déduit du th. 0.1 (ou du th. 0.5) le résultat suivant qui fournit une
preuve alternative au th. 4.12 de [16] en dimension 1.

Théoréme 0.7. — SiY est une courbe non compacte, sans bord, on a un diagramme commu-
tatif fonctoriel de fréchets

0 —> O(Y)/C 2 HL (Y, Qy(1)) — (B & Hiy (Y))N=0¢=r —>0

| @

QYY) Hp(Y) —0

0—0 (Y) / C
dans lequel les lignes sont exactes et toutes les fleches sont d'image fermée.

Remarque 0.8. — (i) La principale différence avec le cas d'un affinoide surconvergent est que
H{x(Y) et H}; (Y) ne sont pas forcément de dimension finie, mais sont des limites projec-
tives dénombrables d’espaces séparés de dimension finie (ce sont donc des fréchets, mais des
fréchets un peu particuliers), cela explique les produits tensoriels complétés et I'isomorphisme
de Hyodo-Kato tyx : C ® s Hix (Y) =2 H1 (V) fait aussi intervenir un produit tensoriel
complété. Les autres espaces sont des duaux de limites inductives compactes de banachs.

(ii) Si Y est un affinoide surconvergent ou une courbe sans bord (compacte ou non), le
noyaude H, .. (Y, Q,(1)) = Q'(Y) est isomorphe & t Hyyy (Y)#=", out € (BL,)#=P estle
2im p-adique de Fontaine.

0.2. Description combinatoire des diverses cohomologies

Expliquons maintenant comment décrire les objets apparaissant dans les th. 0.1, 0.5 et 0.7
a partir de découpages en objets plus élémentaires. Ces découpages sont induits par la strati-
fication naturelle de la fibre spéciale d'un modéle semi-stable sur O (ouverts de lissité des
composantes irréductibles, et intersections de composantes irréductibles). Ils fournissent des
recouvrements ouverts dont la combinatoire est particuliérement simple (l'intersection de
trois ouverts est vide, I'intersection de deux ouverts est vide ou est un ¥, cercle fantéme %, et

6. Notons que rendre un affinoide surconvergent est une maniére de supprimer son bord.



COHOMOLOGIE DES COURBES p-ADIQUES 7

chacun des ouverts est affine et a ¥, bonne réduction ), ce qui facilite les calculs a la Cech.
Une des utilisations agréables de ces découpages est la trivialisation de la construction de
I'isomorphisme de Hyodo-Kato (cette construction est, en général, assez pénible).

0.2.1. Découpage en shorts et jambes. — Soit ¥ une courbe quasi-compacte. On dispose
d'une bijection entre les triangulations S de Y et les modéles semi-stables de Y sur O¢.

Choisissons donc une triangulation S et notons Yg le modéle semi-stable de Y qui lui est
associé. On suppose S assez fine pour que les composantes irréductibles de la fibre spéciale
Y soient lisses et deux d’entre elles s'intersectent en au plus un point. On voit Y comme
une courbe propre sur k¢ munie d'un ensemble A de points marqués a = (P,, 1(a)), avec
A=A U(A\A,), ou:

e A est 'ensemble des points singuliers (intersections de deux composantes irréductibles),
pour lesquels yi(a) € Q%,

esia € A\ A, alors p(a) = 0T (les P,, pour a € A\ A, sont les points de Yo' qu'il faut
enlever pour obtenir la fibre spéciale au sens usuel).

Les composantes irréductibles de Y;p (qui sont donc propres et lisses) sont en bijection
avec S (on note Y;¥ la composante correspondant a s € S).

A partir de ces données, on fabrique un graphe I', dont les sommets sont S, les arétes sont
A, chaque aréte a ayant pour longueur /i(a) et comme extrémités les s € S tels que P, € V"
(et donc a € A, a deux extrémités alors que a € A \ A, a une seule extrémité). Le graphe
ainsi obtenu est donc le graphe dual de la fibre spéciale au sens classique auquel on a ajouté
des arétes de longueur 0" aux sommets correspondant aux composantes irréductibles non
propres, une par point manquant.

Sis € 9, letube Y; de Y privé de ses points marqués est un short (i.e. (le modéle formel
d’)un affinoide avec bonne réduction), et si a € A, le tube Y, de P, est une jambe (i.e. une
couronne ouverte) de longueur y(a) (ona O(Y,) = Oc[[Ta.s,, Ta.ss)]) Tars, Ta.sy — p*(D),
si 51, 5o sont les extrémités de a).

Les Y;, pouri € I = S U A, forment une partition de Y, mais si on veut pouvoir recons-
truire Y, il faut encore une donnée de recollement de Y et Yy, si s est une extrémité de a. Le
point P, détermine une valuation de rang 2 sur &(Y), et donc un cercle fantéme Y , (le
choix d'un paramétre local fournit un isomorphisme (Y, ,) = Oc|[Ts,q, T} 1), complété
de Oc|[Ts.q]][T;.}] pour la topologie p-adique), et on aussi un cercle fantéme Y, corres-
pondant sur Y, et la donnée de recollement est un isomorphisme ¢, 5 : Y, s = Y, 4, 1. un
isomorphisme ﬁc[[T&a,T;ﬁ = ﬁc[[Tms,ﬂ;b.

L’ensemble des données précédentes (ie. I' = (S, A4, A, 1), (Yi)icr, (tij)(i.j)els.r OO
L. = {(a,s), a € A. et s extrémité de a}) est un patron de courbe. Ce qui précéde ex-
plique (7) comment associer un patron de courbe a une courbe munie d'une triangulation

7. Comme un dessin vaut mieux qu'un long discours, le lecteur est invité a consulter les dessins du chap. 3 pour

une représentation ¥ physique ¥ des objets ci-dessus.
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assez fine, et qu'on peut reconstruire Y a partir de son patron. Réciproquement, on a le résul-
tat suivant, analogue adique (8) de résultats de Harbater [29] et Raynaud [42], qui est un peu
surprenant au vu de 'abondance de données de recollement possibles.

Théoréme 0.9. — Si (I, (Y3)ier, (ti,j)(i.j)el, ) est un patron de courbe, il existe un unique
couple (Y, .5), ot Y est une courbe quasi-compacte et .S une triangulation de Y, dont ce soit
le patron.

Remarque 0.10. — (i) On peut s'amuser & varier les longueurs 1i(a) des jambes et multiplier

les ¢; ; par des «v; ; € OF ou, ce qui revient au méme, fixer les ¢; ; mais remplacer les Y, par
des Y%, avec O(Y) = Oc|[Tu sy Tu55)]/ (Tas1 Taso — ta) et ag € me \ {0} (ou méme
Qg € M si on se permet des courbes avec des singularités nodales). Cela fournit (cf. n° 3.6.3)
des familles de courbes paramétrées par des produits de boules ouvertes.

(ii) On peut aussi, avec les mémes techniques, fabriquer une courbe relative sur
Spa(Ainf, Ainf) dont la fibre en p = p (cf. n°0.4.1 pour p) est Ys et celle en p = 0 est
une courbe singuliére sur &~ dont le graphe dual est le méme que celui de sa fibre spéciale
(qui est aussi celle de Y).

Remarque 0.11. — (i) En dimension supérieure, si on part d'une variété analytique quasi-
compacte Y ayant un modeéle semi-stable Yg sur O, assez fin, on peut découper cette variété
en prenant les images réciproques des éléments du découpage naturel de la fibre spéciale.
Chaque piéce est une fibration en affinoides ayant bonne réduction au-dessus d'une polycou-
ronne, et ces piéces se recollent le long de fibrations en affinoides au-dessus de polycouronnes
fantdmes pour reconstruire Y. Cela devrait permettre de donner une description de la coho-
mologie de Y ne faisant intervenir que la combinatoire du squelette de Y et la cohomologie
d’affinoides avec bonne réduction et celle de polycouronnes.

(ii) On peut se demander, en I'absence d'un théoréme de réduction semi-stable général,
quelles sont les piéces minimales dont on a besoin pour reconstruire toute variété quasi-
compacte lisse. En particulier, quel genre de piéces fournit la théorie des altérations a la
Hartl [30] et Temkin [46]?

0.2.2. Applications a la cohomologie. — Le découpage précédent d'une courbe en shorts
et jambes permet de ramener 1'étude de la cohomologie des courbes a celle des shorts et des
jambes et celle du graphe I'. De maniére générale, si H*® est une cohomologie a coefficients
dans un module A, raisonnable (en particulier, H°(Z) = A™(%) et, si Z est un cercle fan-
tome, on dispose d'une application résidu H'(Y; ;) — A ayant les propriétés habituelles), ce
découpage fournit une filtration naturelle sur H'(Ys) dont les quotients successifs (*) sont :

H'(Ys) = [ H'(T,A) — I

ser H'(Yi)o — H (T, A)* |,

8. Ou plutdt adoque, cf. (iii) de la rem. 2.2 et § 3.1. La géométrie adoque est & la géométrie adique ce que le ticket
choc est au ticket chic, écho lointain d’'une époque épique https://www.youtube.com/watch?v=247w8q1tPsY.

9. Lanotation M = [ A—B—C } signifie que I'on a une filtration 0 = Mo C M1 C M2 C M3z = M
avec M1 = A, MQ/M]_ = Bet Mg/MQ =C.
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ol :

e HY(T',A) et H(T', A) sont les groupes de cohomologie et de cohomologie & support
compact de I'espace topologique I et H}(I', A)* est le A-dual de H}(I",A); on a (cf. §1.2
pour la définition des fléches correspondantes) :

HY(I',A) = Coker(A® — A%¢) et HNT,A)* = Ker(A* — AS).

e H'(Y;) est 'ensemble des classes dont tous les résidus en les cercles fantomes a la fron-
tiére de Y; sont nuls.

e La fleche H'(Ys) — H!(I', A)* est celle envoyant une classe sur la collection de ses
résidus.

Remarque 0.12. — (i) Le sous-groupe H' (I, A) apparait comme le conoyaude [, ; H°(Y;) —
e, HO(Y; ;); voir le (ii) de la rem. 1.4 pour le lien entre cette écriture et celle ci-
dessus.

(ii) On dispose d’'un opérateur N, : H}(I',Q)* — H'(T", Q) (de monodromie) qui fait
intervenir les longueurs s1(a) des arétes. Cela munit H!(Y), si A est un Q-module, d'un
opérateur de monodromie N (cf. rem. 1.6).

Les cohomologies de de Rham, de Hyodo-Kato, ou proétale /-adique (pour tout ¢) sont
raisonnables, ce qui conduit au th. 0.13 ci-dessous.

Onnote 9Y C S le bord analytique de Y, i.e. I'ensemble des s € S tels que YSF contienne
des points avec y(a) = 07 (i.e. les s tels que la composante irréductible correspondante de
la fibre spéciale classique ne soit pas propre). On pose Sips = S \ 9Y, et on note Iy le sous-
graphe de I obtenu en supprimant les sommets de 9Y et les arétes ayant une extrémité dans

aY.

Théoréme 0.13. — (i) Si ¢ # p, alors H1(Y,Qy(1)) admet une filtration naturelle dont les
quotients successifs sont

HL(Y,Q(1)) = [ HHT', Q1)) — [T HL(YF, Q1)) — HAT,Q)* |.

ses

(i) Hjg (V)P admet une filtration naturelle dont les quotients successifs sont

Hig (V) = [ H' (T, C) — [T Hi(V:") @ ] Hi (V3 — HA(T,C)*(-1) ],
SESint s€dY
ot le [1] en exposant désigne le sous-espace de pente 1 pour l'action de ¢ et le twist (—1)

signifie que I'on multiplie I'action naturelle de ¢ par p.

Remarque 0.14. — (i) Les termes des filtrations ci-dessus ne dépendent pas de S car
possibles, d’en déduire que tout est fonctoriel.

(P1) = 0. Cela permet, en passant a la limite sur tous les choix

(ii) Pour Qy(1), le seul bonus de ce résultat par rapport a ce qui est dit ci-dessus est I'iden-

tification (classique) de HL (Y5, Qu(1))o avec HL(YSY, Qu(1)).
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(iii) Pour H}y, il faut se fatiguer un peu plus pour arriver au résultat : 'identification
(prop. 5.20)de Hy (Ys)p T et Hrlig (VsP)[1 utilise la théorie de Cartier. Le passage de H'(T', C)
4 H'(Dine, C) découle du calcul (lemme 6.15) de l'intersection de H' (I, C') et de I'adhérence
de 0 dans Hi, (Y).

(iv) SiY est propre, ona dY = &, et la filtration du (ii) est & la base de la construction de
Coleman et Iovita [10].

(v) Le choix de r ++ p” fournit une section de la projection modulo H!(T", Q,(1)). La
formule %, de Picard-Lefschetz ¥ (rem. 6.4), qui fait intervenir 'opérateur de monodromie N,

décrit ce qui se passe quand on change 7 — p" .
En passant a la limite, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 0.15. — Soit Y un affinoide surconvergent ou une courbe sans bord, et soit S une
triangulation de Y, assez fine.

(i) Si ¢ # p, alors H}

proet (Y5 Qu(1)) admet une filtration naturelle dont les quotients suc-

cessifs sont
H;roet(}/? Qﬁ(l)) = [ H1<Fa w(l)) 7 HSES Helt(Ysspv Q.f(l)) 7 Hcl (Fv Qﬁ)* ] .
(ii) Hyg (Y) admet une filtration naturelle dont les quotients successifs sont

H&IK(Y) = [ Hl(F7 é) - HSES Hrlig(}/;p) 7 Hg (F7 é)*(_l) ]

Remarque 0.16. — (i) Pour la méme raison que ci-dessus, les termes des filtrations ne dé-
pendent pas de S.
(ii) Les actions de Aut(Y) sur leroet(Y, Qu(1)) et Hix (Y) fournissent des représentations

isomorphes (autant que faire se peut, i.e. aprés avoir choisi un plongement de Q, dans C...).
SiY est défini sur une extension finie &' de Q,, les actions du groupe de Weil-Deligne WD i
de K sont aussi isomorphes. Voir [41] pour une autre approche dans le cas propre.

(iii) En utilisant les résultats connus [5, 21, 49] sur la cohomologie étale /-adique de la
tour de Drinfeld (en dimension 1), le (ii) fournit une preuve du th.0.4 de [15] qui donne
une description de l'action de G’ x G x WD sur la cohomologie de Hyodo-Kato de la tour
(dans [15], cette description est obtenue en utilisant I'uniformisation de courbes de Shimura,
la compatibilité local-global et I'isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld).
Couplé avec le th. 0.7, cela permet de retrouver le th. 0.8 de [15] dont la preuve utilise aussi
des méthodes globales.

0.2.3. Symboles et intégration p-adique. — Soient X une courbe compacte, B — X un
plongement de la boule unité fermée dans X et Y I'affinoide de X complémentaire de 'image
de la boule unité ouverte. On a alors O(Y)*/C* = O(Y)**/(1 + mc), et Hi(X) =
H} (Y)5P. (Si on retire r disques, alors Hy (V)P /HL, (X) = C71.)

Soit J lajacobienne de X. On munit J(C') de la topologie obtenue en voyant J(C') comme
I'ensemble des C'-points de la variété analytique rigide associée a .J ce qui en fait un groupe de
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Lie sur C'; si J est de dimension g, son algébre de Lie est isomorphe a CY et, si n € N est suf-
fisamment grand (disons n > ny), 'application exponentielle exp ; induit un isomorphisme
de (p"0¢)9 sur un sous-groupe ouvert U,, de J(C). Les translatés des U, pour n > ny,
forment alors une base de la topologie de J(C).

On déduit de la suite exacte de Kummer et du calcul [48] de H! (Y, 0*), une suite exacte

0= Q& O(Y)* — Hi(Y,Qy(1)) = J =0,
ott J est le revétement universel du groupe p-divisible de J, i.e. 'ensemble
T ={(@a)nez, @0 € J(C), p-u1 =@, lim @, = 0}.

On en déduit, en comparant la suite exacte ci-dessus et celle du th. 0.1, le résultat suivant qui
est classique dans le cas de bonne réduction (ou pour les groupes p-divisibles [22, 44]).

Théoréme 0.17. — On a un isomorphisme naturel
T 1 N=0,p=
e 0 J = (Bf @ Hig (X)) A

Remarque 0.18. — Si X est définie sur une extension finie K de Q,, et si C' = C,, en utili-
sant des techniques d’intégration p-adique sur les courbes [8, 9, 11, 12], on peut donner une
description explicite de cet isomorphisme. Si .J est I'extension universelle de .J, on dispose
d’une application naturelle G i -équivariante (Lemme 12 ou § B.2 de [12])

1 J — J(BR)

définie de la maniére suivante : si # = (2, )necz € J, on choisit une suite bornée (&, ),cz de
relévements des x,, dans J (BIR), et on envoie z sur la limite de p” - £,,, quand n — +o0, la

multiplication par p™ étant celle sur J. Alors
tse = log 7 oLpy,
ol B ® Hyjx(X) s'injecte dans B, @ x Hip (X) via tu,

log5: j(B(TR) - BIR QK H&R(J)*

* o

est le logarithme de .J & valeurs dans son algébre de Lie, et on a des identifications H. ()
H (X)* = H}; (X), la seconde étant fournie par le cup-produit dans H (X) = K.

0.3. Preuves. — Soient Y une courbe quasi-compacte, S une triangulation assez fine, Y le
modele associé et (I', (Y;)ier, (¢i,5) (,j)er,.. ) le patron correspondant.

La preuve des th. 0.1 et 0.4 repose sur :

e la définition d'un groupe de symboles Symb ,(Y'), :

e la construction de régulateurs étale Symb (V) — HL(Y,Q,(1)) et syntomique
Symb,,(Y) — Hslyn(YS, 1) qui s'avérent étre des isomorphismes,

e une description de H, Slyn(Ys7 1) en termes du complexe de de Rham et de ses variantes.
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0.3.1. Symboles. — Soit Y une courbe quasi-compacte et soient C'(Y) le corps des fonctions
rationnelles sur Y et Div(Y’) le groupe des sommes formelles 3, .y 122, avec n; € Z
pour tout z € Y (C) (on dit que > zey(c) N est a support fini si n, = 0 pour tout « sauf
un nombre fini).

Si { est un nombre premier, on définit le groupe de symboles Symb,(Y") comme

{(fn)n€N7 fn € C(Y)*’ Dlv(fn) € f”DlV(Y), fnJrl/fn € (C(Y>*)£n}

Symb,(Y) = {(ht), h, € C(Y)*}

On a une suite exacte

0 — HY(T',Z¢(1)) — Symb,(Y) — Ker(HSyme(Yigen) — H Symbe(Yf;n))7
i€l (@.9)€l2,c

ot les ¥ gen ¥, en exposant signifient % fibre générique ¥, et les groupes Symb, (Y ") sont
définis comme ci-dessus en imposant que le diviseur de f,, soit a support fini si Y; est une
jambe (c’est automatique pour Y ou pour un short, par quasi-compacité).

0.3.2. Régulateur étale. — L’application qui, & une fonction, associe sa classe de Kummer,
fournit un régulateur étale Symb, (V) — Hg(Y,Zy(1)) et la suite exacte de Kummer

0— (Z/1") @ O(Y)* — HL(Y,(Z/")(1)) = Pic(Y)[("] — 0
permet de montrer (cor. 5.5) que ce régulateur fournit un isomorphisme
Symb, (Y) = He (Y, Z(1)).

En utilisant la suite exacte ci-dessus, cela raméne le calcul de H1 (Y, Z,(1)) & celui des groupes
Symb Z(Yigen). Si ¢ # p, ce calcul est trivial si Y; est une jambe (lemme 4.4) et classique si Y;
est un short (prop. 5.10); on en déduit le (i) du th. 0.13 et la formule %, de Picard-Lefschetz ¥,
(rem. 6.4, résultats on ne peut plus classiques).

0.3.3. Régulateur syntomique. — Si ¢ = p, on utilise des méthodes syntomiques pour faire
le calcul. On note Syn(Yg, 1) le complexe total associé au complexe double (%)

Hie] Flﬁ(f/i) - Hie] Ql(?i) @ H(i,j)elz‘c Flﬁ(ﬁd) - H(i,j)eb,c Ql(?@j)dzo

_e _e _e _e
1= I I -3

Hie] ﬁ(i) - Hie[ Ql(Yi) & H(m‘)eh,c ﬁ(?u) — H(i,j)efz,c Ql(ffi,j)dzo

dans lequel, si 7 = Y;,Y; ;, O (Z ) est une Agjs-algébre munie d'un frobenius ¢ et d'une
surjection 0 : 0(Z) — O(Z) dont la restriction & Ay est l'application de Fontaine 6 :

Agis — Oc, Flﬁ(Z) = Ker0, et Ql(Z) est le module Qlﬁ(—z)/Ams

pour les @(Z) qui simplifient grandement les calculs (') ;

. Il y a des choix naturels

10. Le frobenius ¢ sur les formes différentielles est défini de telle sorte que p o d = d o .
11. L'anneau (Y] ;) ci-dessus correspond & 'anneau € (Y; ;)PP dun° 6.3.4.
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e un short Y est obtenu par extension des scalaires a partir d'un schéma formel st lisse
sur Oy, et on pose ﬁ(f’s) = Auis ® o ﬁ( %) (et on choisit un ¢ sur ﬁ( $));

e une jambe Y, de longueur r verlﬁe ﬁ( w) = Oc|[Th,Ts]]/(T1Te — p"), et on pose
17 (17@) = Auis[[T1, T2]]/(T1 T2 — p"), ou p" € Ay est un teichmiiller vérifiant 6(p") = p”
(et on prend ¢ défini par p(T;) = Tip, sii=1,2).

Le complexe Syn(Ys, 1) est le complexe double associé au cone

~ 1y -
[ F'Cr(Ys) —= Car(Ys) ],
ott Cgg (Ys) est le complexe

Hie[ ﬁ(f/) - Hzel Ql( ) 2] H (i,§)€ls,c ﬁ(?i«,j) - H(i,j)elz,c QlON/i,j)d:O

qui calcule la cohomologie cristalline logarithmique absolue de Y.

On note Héyn(YS, 1) les groupes de cohomologie du complexe Syn(Ys, 1).

On définit un régulateur syntomique Symb,,(Y') — H, ! (Ys, 1) enenvoyant (f,)nen sur

A syn
le cocycle lim,,_, . (dfn i log fn.z fnsi

fn,i log(

restriction de f,, a'Y; (il faut prendre un peu de précautions en choisissant ces relévements

)) ot fr, €0 (Y;) est un relévement de la

car f, peut avoir des zéros et des péles, mais la limite est holomorphe car les multiplicités
de ces zéros et poles sont divisibles par p"). On prouve alors (prop. 6.24) que ce régulateur
syntomique induit un isomorphisme

Symb, (Y) — H_,(Ys,1).

Syﬂ
On commence par prouver le résultat pour les ¥; (le cas des shorts (th. 5.34) est nettement
plus délicat que celui des jambes (prop. 4.11)), et on recolle.

0.3.4. Cohomologie syntomique et cohomologie de Hyodo-Kato. — Les groupes de coho-
mologie de Cqr(Y) = C ®a_, C’dR(Yg) sont les Hi; (Y), et les Hj; (Y') sont, par définition,
les groupes de cohomologie de Cgr (Ys) = C @4, Car(Ys) (les extensions de scalaires se
font via 0 : Ayis — Oc et 0 : Agis — ﬁc).

Par ailleurs, on peut (lemme 6.19) modifier légérement C’dR(ffs) pour obtenir un com-
plexe édR(f/S) quasi- isomorphe, de telle sorte que 1 l'inclusion de O~ dans A, induise un
morphisme de complexes Car(Ys) = Q, ® Car(Ys), commutant a ¢, et section de Q, ®

Car(Ys) = Car(Ys), ce qui fournit (quasiment gratuitement) des isomorphismes
Q ® Hig(Vs) = Bl ® o Hi (V) et : Hig(V) = C® s Hige(Y).

En jouant avec les différentes présentations possibles du cone ci-dessus, on obtient une
suite exacte

0— ﬁ( )/C - QI)® syn(YSa ) - QP®HdR(YS)Lp P H' (Y ﬁ) - Qp® syn(Y57 1)
SiY est compacte, 0(Y) = Cetlafleche Q,® H! (Ys)?=P — HL(Y, 0) est surjective, alors

que si Y n’est pas compacte, H LY, 0) = 0.Si Y est un affinoide, cela fournit donc une suite
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exacte

0 6(Y)/C — Q,® HL

yn(Ys, 1) = (B, ® s Hyk (Y))#7F — 0.

Pour passer de H}j (V) a Hjy (Y)*P,il s'agit alors de comprendre le lien entre (Q, @ &/(Y)**)/ exp(€(Y))
et adhérence de 0 dans (B,

Symbp(Yigen) ~ H! (Y;,1) (implicitement pour les jambes (prop. 4.11) et explicitement

® Hix (Y))?=P. Localement, ceci entre dans 'isomorphisme

Sy'ﬂ
pour les shorts (prop. 5.32)) et le cas général s'obtient par recollement (th. 6.30).

Remarque 0.19. — On dispose de vrais isomorphismes

Hy(Y,Z,(1))  Symb,(Y) = Hg,, (Vs 1),

syn

ne faisant pas intervenir de dénominateurs (au moins si p # 2). Les dénominateurs appa-
raissent dans la description de H jp (Ys) en termes de H ik (Y); ces dénominateurs dépendent
des longueurs des jambes de Y (plus ces jambes sont courtes et plus les résultats sont impré-
cis). Si Y est un affinoide, on a une suite p®-exacte (th. 6.30) :

0= Z,R0(Y)™* = HL (Ys,1) = (Hip (Ys)*P)¥=P = H'(Ys, 0),

syn

et H*(Yg, O) est tué par une puissance de p.
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0.4. Quelques notations et définitions

0.4.1. Anneaux de périodes. — On fixe un morphisme r — p” de (Q,+) dans (C*, x)
prenant la valeur p pour » = 1. Cela fournit aussi un morphisme  — p" du monoide Q
dans W(02%) = Ajng C Aeigyavec p” = [(p")’] et (p")* = (p",p"/P,...). On note

0o : A — ﬁé et 0:Aqs — Oc¢

les morphismes usuels (on a 0(p") = p"sir > 0, et Op(p") = 0sir > 0).

0.4.2. Séries entiéres. — Si A est un anneau topologique séparé et complet pour la topologie
I-adique, o1 ] est un idéal de A de type fini et contenant p, et si # = (z1,...,2q), on note :

o Al[z]] I'anneau des séries entiéres ), \. a;2" avec a; € A, pour tout i,

e A(x) le sous-anneau de A[[z]] des ) ;a4 a;x* avec a; — 0 quand i — oo,

o A[[z]]" le sous-anneau de A[[z]] des Y, ya a;a” tels qu'il existe r > 0 tel que a; €
plrlill 4, pour tout %,

o A[[T, T1) le complété de A[[T]][T~!] pour la topologie I-adique.
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0.4.3. Boules, couronnes, cercles fantémes. — On appelle (12) boule unité ouverte un
schéma formel de la forme Spf(&¢[[T]]). Une jambe Y est un schéma formel de la forme
Spf(Oc|[Th, T2)] /(T Tz — @), avec o € m. La longueur ('3, de Y est v, () et on I'oriente
en choisissant 77 comme paramétre local (choisir 75 a la place renverse l'orientation). On
appelle cercle fantéme un schéma formel de la forme Spf(Oc ([T, T1)).

La frontiére de la boule unité Spf(O[[T7]]) est le cercle fantéme Spf(Oc ([T, T~ 1)). La
frontiére de la couronne ouverte Spf(O¢[[T1, T2]]/ (11T — ) est constituée des deux cercles
fantomes Y, = Spf(Oc[[Ty, Ty 1)) et Yo = Spf(Oc [T, Ty ')). Dans les deux cas, la fron-
tiére est incluse dedans.

SiY est un schéma formel sur O, on pose O (Y8") = 0(Y) [%] On renvoie a 'appendice

(en particulier au § A.4) pour des considérations sur les fibres génériques.

0.4.4. Résidus. — Si Y est un cercle fantéme Spf(Oc[[T, T~1)), on note Q*(Y) le module
Oc|[T, T~')4L des formes différentielles continues. Siw = Y, ., a,T* 9T, on définit (14)
son résidu Resy (w) (ou simplement Res(w)) par la formule Resy (w) = ay.

Si Y est une couronne Spf(Oc[[Ty,Ts]]/(T1Te — «)), on note Q'(Y) le module
Ocl[Th, T%HdTlll des formes différentielles continues. Si w = 7, Oszldelll, on défi-
nit son résidu Resy (w) par la formule Resy (w) = «g. Notons que Resy (w) dépend de

l'orientation de Y : comme dTTll + % = 0, changer l'orientation change le signe de
Resy (w). Notons aussi que, si Y7,Y> sont les cercles fantdmes & la frontiére de Y, on a

Resy (w) = Resy, (w) = —Resy, (w).

1. Cohomologie des graphes

Ce court chapitre contient des définitions de base concernant les graphes. Comme nous le
verrons, on peut associer a une courbe analytique X (resp. & un modéle semi-stable X g de X)
deux graphes, a savoir son squelette analytique I'™*(X), cf. n° 2.3.3, et le graphe dual I'( X*P)
de sa fibre spéciale, cf. § 8.2, (resp. I'(S) et T'(X &) = I'*4(9), cf. n°2.3.4 et §2.4). Si X est
une courbe sans bord, ces deux graphes sont égaux mais, si X a un bord, le squelette I (X)
est naturellement muni d'une métrique, alors que I'(X*P) est seulement muni d'une semi-
métrique et son séparé est *"(X). La raison pour laquelle nous nous intéressons a ces notions
est que la cohomologie de X (resp. Xs) a une décomposition naturelle faisant intervenir la

cohomologie de I'(X*P) (resp. ['(X2)).

12. On renvoie au n° 3.1.2 pour un point de vue adoque sur ces objets.

13. Elle ne dépend pas du choix de l'uniformisante 77 grice au lemme 4.2 : linclusion de A :=
Oc|[Th, T2]]/(Th T2 — «) dans O¢[[T5, T;l) fournit, si u € (A[%])*, des couples (v1(u),v](u)) et
(v2(u), v (u)), qui sont reliés par la formule v2 (u) = vi(u) + v} (u)vp(a) et vh(u) = —vj(u),siu € O(Y).

14. L'indépendance de ce résidu par rapport au choix de T résulte du lemme 4.2 :siu € (O¢[[T, T~ 1))*, ona
Res(‘%) = v/(u) (indépendant du choix de T') et le cas général s’en déduit par linéarité et continuité.
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1.1. Graphes

1.1.1. Sommets et arétes. — Un graphe (15) T est un espace topologique séparé muni d'un
sous-ensemble discret S (les sommets de I') tel que les composantes connexes de I' \ .S (les
arétes de I') soient des courbes réelles sans bord (i.e. homéomorphes & des segments ouverts
ou des cercles).

On note A l'ensemble des arétes. Si a € A, on note S(a) I'ensemble des s € S dans
'adhérence de a (les extrémités de a) et @ I'adhérence de a dans I (réunion de a et S(a)).
Alors S(a) contient au plus deux points. Remarquons que, si I" est connexe, et si A contient
une aréte a sans extrémité, alors' = a (et S = T et A = {a}); dans le cas contraire, toutes
les arétes ont au moins une extrémité et, en particulier, ce sont toutes des segments.

On note A, I'ensemble des arétes a telles que @ soit compacte.

1.1.2. Orientation. — On dit que I" est orienté si toutes les arétes sont munies d'une orienta-
tion. Dans ce cas, on peut différencier les extrémités d'une aréte , et on note s; (a) l'origine de
aet s2(a) lebout de a (s'ils existent : si I' n’est pas un cercle sans sommet, alors a a une origine
et un bout si et seulement si ¢ € A, notons que rien n'empéche alors que sg(a) = s1(a);siT
n’est pas un segment sans sommet, alors une aréte n'appartenant pas a A_ asoit une origine,
soit un bout, mais pas les deux a la fois).

Soit I" un graphe orienté. Si s € .S, on pose

Ayt ={a € A, s1(a) =s}, A(s)” ={a € A, sz3(a) = s},
A(s) = A(s)T U A(s)™, Ac(s) = A(s)N A,

et donc A(s) (resp. A.(s)) est 'ensemble des arétes (resp. arétes relativement compactes) dont
une des extrémités est s. Le cardinal de A(s) est la valence de s.

1.1.3. L’ensemble ﬁ: des longueurs. — On note EI_ I'ensemble constitué des :
e 7, pour r € R* LI {00, 200},
e pour 7 € Ry L {oc},
o™t pourr € Ry.

1.1.4. Métrique. — On dit que I' est métrisé si, pour toute aréte a, son adhérence @ est munie
d’'un homéomorphisme sur un intervalle de R (pas forcément de longueur finie) ou un homo-
thétique du cercle unité. On note alors 11(a) € R* LI{o0, 200} la longueur de l'aréte a (i.e. la
longueur de l'intervalle ou du cercle correspondant), en posant pi(a) = oo si l'intervalle de
R est une demi-droite et ;1(a) = 200 si cet intervalle est R tout entier. Un graphe métrisé est
naturellement un espace métrique.

On dit que I est semi-métrisé si :
e L'adhérence @ de tout a € A, est munie d'un homéomorphisme sur un intervalle (com-
pact) de R ou un homothétique du cercle unité.

15. Tous nos graphes sont supposés localement finis, i.e. tout point de I a un voisinage U tel que U N (I'\ S)
n’ait qu'un nombre fini de composantes connexes.
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o L'adhérence @ de tout a € A\ A, est munie d'une application continue @ — R induisant
un homéomorphisme d’'un sous-intervalle @ contenant I'extrémité éventuelle de a sur un
sous-intervalle de R, et contractant les bouts de @, i.e. les composantes connexes de @ \ @’ (au
nombre de 0, 1 ou 2) en des points.

On définit la longueur u(a) € R, sia € A, par:

eSia € A alors pu(a) € R% U {00,200} est la longueur de l'intervalle ou du cercle
correspondant.

eSiac A\ A,etsirT € R¥ LI{oo, 200} est lalongueur du segment correspondant, alors
w(a) = r (resp. u(a) = r*, resp. u(a) = r**)sia\ @ a0 (resp. 1, resp. 2) composantes
connexes. (Le nombre de + est le nombre de bouts.)

Remarque 1.1. — Si I est semi-métrisé, on peut fabriquer a partir de I un graphe T métrisé,
appelé le séparé de I, en remplagant @ par @’ sia € A\ A, (i.e. en contractant tous les bouts
d’arétes de longueur nulle) et en rajoutant les extrémités de @’ aux sommets (par exemple, si
a a une extrémité s, et si @’ est compact, alors une des extrémités de @ est s et autre est un
nouveau sommet).

Pour retrouver I a partir de T, il faut rajouter des arétes de longueur nulle et supprimer
les sommets dont la valence est passée de 1 4 2.

Un graphe semi-métrisé est dit :
o compact s'il est métrisé et I'espace métrique associé est compact,
e quasi-compact si son séparé est compact,
e complet s'il est métrisé et I'espace métrique associé est complet.
I est facile de vérifier que :
o I est compact si et seulement si il est quasi-compact et complet.
o [ est compact si et seulement si S est finiet A = A..
o Un graphe fini est complet si et seulement si les éléments de A \ A, sont de longueur

1.2. Cohomologie

Soient I' un graphe orienté ayant un nombre fini de composantes connexes et L un groupe
abélien.

1.2.1. Cohomologie et cohomologie a support compact. — On dispose des groupes de co-
homologie H*(T', L), pour i = 0,1, et de cohomologie & support compact H’(T', L), pour
i =0,1.Alorsdim;, H°(T, L) est lenombre de composantes connexes de I et dim;, H2(T', L)
est le nombre de ses composantes connexes compactes.

Les groupes H' (I', L) et H} (I, L) ont une description combinatoire qui va nous étre utile.
Si X = A., A, S, on note L l'espace des fonctions ¢ : X — L et LX) 1e sous-espace de
L des fonctions a support fini. On dispose d’applications

9: L% 5 L% et 9:LY — ()
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définies par :
9¢(a) = ¢(s2(a)) — ¢(s1(a)).
Alors

HYT',L) = Coker[0: L® — L] et HXT,L) = Coker[d: L) — L],

Remarque 1.2. — (0) SiI" est compact, alors H(I', L) = H'(T', L).

(i) Si A ne contient pas d’aréte sans extrémité, alors S rencontre toutes les composantes
connexes de I et H(I', L) = Ker[d : LS — L], et si A ne contient pas de cercle, alors
S rencontre toutes les composantes connexes compactes, et HX(T', L) = Ker [3 L) -

LW,
(ii]) Si S est fini, la restriction & A. d'une fonction sur A induit une suite exacte :
0— HI',L) - H'(T, L) —» L™ — HYI',L) - HY(T, L) — 0.
En particulier, si I" est connexe et non compact (et S fini), on a une suite exacte :
0—L— L™ - gNT,L) —» HY,L) - 0.
1.2.2. L'opérateur 0*. — Comme I est supposé localement fini, on dispose d’applications
O L~ L5 et 9 : LW - L),
définies par
Tos)= Y oa)- Y éla).
a€A(s)+ a€A(s)—
Les espaces LS et LA sont les duaux de L(5) et L(4) et 9* est I'adjoint de 9. 1l s'ensuit

que:
Ker[0* : L* — L%] = H}(T,L)*.

Remarque 1.3. — Si s € S, notons 8% : LA() — L{%} la restriction de 0*. Comme LA =
Ker|[ ], LAG) — LA<] (car a € A, apparait dans exactement deux A(s)), on a aussi

H)T,L)* = Ker[HKer [8: : LAG) L{s}] — LAC].

1.2.3. Graphes bipartites marqués. — A partir d'un graphe semi-métrise I = (S, A, i), on
peut fabriquer un nouveau graphe I'?) = (I, I5, ;1) en rajoutant un sommet sur chaque aréte
relativement compacte (ce qui découpe l'aréte en deux), et en donnant au nouveau point
une multiplicité égale a ;i(a); la structure obtenue est appelée un graphe bipartite marqué
(bipartite car les sommets sont de deux types possibles : des sommets standard et des sommets
de valence 2 munis d’'une multiplicité). Les ensembles I des sommets, I5 des arétes et /5 . des
arétes relativement compactes de I'(?) sont donnés par

I=A.US, I,={(a,s),acA se€Sa)} IL.={(as), ac A, secSa)}
Onal, =5 U(A\A.).
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Remarque 1.4. — (o) La construction ci-dessus peut s'inverser et permet de construire un
graphe semi-métrisé a partir d'un graphe bipartite marqué.

(i) Le graphe I'(®) posséde une orientation naturelle : toute aréte de ') a exactement une
extrémité appartenant a S, et on prend cette extrémité comme origine.

(ii) Le graphe '@ egt, topologiquement, homéomorphe a I', et donc 8 méme cohomolo-
gie. Il s’ensuit que les complexes naturels K I 5 KPe et K2 — KT calculent aussi la
cohomologie de I'.

1.2.4. Monodromie. — SiT' est métrisé ou semi-métrisé, et si y(a) € Q pour tout a € A,
on définit un opérateur de monodromie,

N, :HYT,L)* — HY(T',L)

en prenant la composée de p : K4 — K#¢, qui envoie ¢ sur la restriction a A, de (a
p(a)p(a)), et de I'application naturelle K< — H(T', L).

Remarque 1.5. — SiI" est compact et métrisé, alors N, est un isomorphisme.

Remarque 1.6. — Soit M un A-module admettant H} (", A)* comme quotient et H*(I’, A)
comme sous-objet, ot I' est un sous-graphe de I'. Alors M est naturellement muni d'un opé-
rateur de monodromie N défini comme la composée :

M — HNT,A)* % HYT,A) — HY(I,A) — M,

ot les fleches autres que N, sont les fléches évidentes. Sil'imagede H' (I, A) dans H} (', A)*
est nulle, alors V est nilpotent d’exposant 2 (i.e. N o N = 0).

2. Courbes analytiques

Soit C' un corps algébriquement clos, complet pour une valuation v, (& valeurs réelles)
vérifiant v, (p) = 1. Le but de ce chapitre est de rappeler rapidement les principaux résultats
concernant la structure des courbes analytiques sur C'. Nous renvoyons le lecteur a [1], [3],
[20] pour plus de détails et les preuves des résultats énoncés ci-dessous.

Une courbe analytique (ou simplement courbe) est un espace rigide analytique séparé,
purement de dimension 1 et lisse (sur le corps de base). L'espace de Berkovich associé a une
courbe sur C' est une courbe C-analytique quasi-lisse au sens de [20] (une telle courbe peut
donc avoir un bord non vide). Pour simplifier, nous supposerons sans mention explicite du
contraire que les courbes sont connexes. Si K est un sous-corps fermé de C, une telle courbe
Y est dite définie sur K si elle est obtenue, par extension des scalaires, a partir d'une K -courbe
Y.
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2.1. Structure globale d'une courbe

Une C-courbe analytique est soit propre (auquel cas c’est I'espace analytique associé a
une courbe projective), soit une réunion croissante d’affinoides de dimension 1 et méme une
réunion croissante stricte (chaque affinoide est inclus dans l'intérieur du suivant) si la courbe
est sans bord (et non propre).

Plus généralement et plus précisément, soit K un sous-corps fermé de C' et soit X un
K -espace analytique séparé, de dimension 1 (non nécessairement lisse).

o Si X est quasi-compact et irréductible, alors X est affinoide ou projectif, i.e. I'analytifié
d’'une courbe algébrique projective sur K [25, th.2]. Du point de vue de la théorie de Berko-
vich, toute courbe analytique compacte (en tant qu’espace topologique) et irréductible X est
isomorphe 4 un domaine analytique d'une courbe projective, et X est affinoide si et seulement
si le bord de X est non vide [20, th. 6.1.3, cor. 6.1.4].

e Si X est quasi-compact et purement de dimension 1, on peut décrire les affinoides de
X comme suit. Si f est une fonction méromorphe globale sur X, notons Uy 'ensemble des
x € X pour lesquels f est analytique au voisinage de x et vérifie | f(x)| < 1. Tout affinoide
U de X est dela forme Uy [25, th.3] et, si X = Y pour une courbe algébrique projective Y,

(16) et si f est une

f peut étre choisie rationnelle sur Y. Si de plus Y est connexe et réguliere
fonction rationnelle, mais pas réguliére sur Y tout entier, alors Uy est un affinoide [25, prop
2, p.168].

Supposons de plus que X est connexe. Alors X est paracompact (i.e. posséde un recou-
vrement affinoide localement fini), en particulier X est une réunion dénombrable croissante
d’affinoides, cf. [38] et [20, th. 4.5.10]. Plus précisément, le résultat principal de [38] montre
que X posséde un modéle formel X plat, séparé et localement de type fini sur Ok, et X posséde
un recouvrement localement fini par des ouverts affines. De plus :

o Si X estlisse, on peut imposer a X d’étre semi-stable, i.e. les singularités de la fibre spéciale
sont nodales.

 Si X est lisse, rappelons que X est dit quasi-Stein s'il posséde un recouvrement affinoide
admissible croissant (X, ),>1 tel que les fléches de restriction Ox (X,,41) = Ox(X,,) aient
une image dense pour tout n. Si X, est relativement compact dans X, pour tout n, I'espace
est dit Stein. De plus, si X est Stein et lisse les composantes irréductibles de la fibre spéciale
de X sont propres.

Enfin, tout affinoide connexe, de dimension 1 et lisse sur C est un domaine affinoide d’une
courbe propre et lisse, et s'obtient en retirant une famille finie de disques ouverts, deux & deux
disjoints, de cette courbe [48] (voir aussi la prop. 3.15).

2.2. Affinoides

2.2.1. Algebres de Tate. — Soient K un sous-corps fermé de C, d’anneau des entiers Ok,
d’'idéal maximal mg et de corps résiduel k. Si Y est un affinoide sur K, on note :

16. Sans cette hypothése de régularité le résultat qui suit tombe en défaut.
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e 0t (Y) le sous-anneau de &(Y") des fonctions a valeurs entiéres, i.e. de norme spectrale
<1.

e 071 (Y)lidéal me ®g, OF(Y) de 07 (Y),i.e.l'idéal des fonctions de norme spectrale
<1

e O(Y)** le sous-groupe 1 + 0T (Y) de O(Y)*.

Si Y est un affinoide réduit sur K et si K est de valuation discréte ou bien algébri-
quement clos, alors &1 (Y") est une algébre de Tate sur Ok, i.e. une algébre de la forme
Ok (x1,...,xy)/I, ou I est un idéal de type fini, Ok -saturé. Cela résulte du théoréme de
finitude de Grauert-Remmert-Gruson [39, th. 3.1.17] et du théoréme de Gruson-Raynaud

[39, th. 3.2.1].
Lemme 2.1. — Si f € O(Y)**, alorslog f € O(Y).

Démonstration. — On peut écrire f = 1 + gavec g € OTT(Y), et alors log f =
n—1
Yot (_IT)L g", et la série converge dans (Y'). O

2.2.2. Bord, frontiére, cercles fantémes et résidus. — Soit Y un affinoide sur C. La kc-
algébre O(%) := O+ (Y)/OTT(Y) = 01 (Y) Qg kc est de type fini sur k¢ (cela résulte
du lemme de normalisation de Noether et de [39, th. 3.1.17]). On appelle % := Spec(0'(%))
la réduction canonique de Y. L’application de réduction r : Y — % est surjective et anti-

(17) ¢t la fibre de 7 en tout point maximal de & est un singleton. L'image inverse

continue
de l'ensemble des points maximaux (i.e. points génériques des composantes irréductibles)
de & est le bord de Shilov de Y, i.e. le plus petit fermé de Y sur lequel toute fonction |f]|
(f € O0(Y)) atteint son maximum. Si Y est réduit et si U est un ouvert affine de %/, le tube
JU[=r~Y(U) de U est un affinoide de Y et sa réduction canonique s'identifie a U [24, lemma
4.8.1].

Soit Y un affinoide lisse, de dimension 1 sur C. Alors % est une courbe affine sur k¢
(en général ni lisse, ni irréductible) sans multiplicités. Le bord Y de Y (vu comme espace
de Berkovich) coincide avec le bord de Shilov de Y et est en bijection avec I'ensemble des
composantes irréductiblesde % :si s € JY,la composante irréductible #; qui lui correspond
est affine et définit une valuation (de Gauss) vs sur &(Y), et donc un point de type 2 de
'espace de Berkovich associéa Y.

Si s € JY, on associe a s un ensemble Ay (s) (qui sera un ensemble d’arétes de sommet s
quand on aura défini le graphe dual de la fibre spéciale de Y). Cet ensemble est en bijection
avec les points de Y N, 00, estla compactifiée de la courbe % par des points lisses. Si
a € Ao(s), on lui associe :

e un point P, de 7', \ %,

e une valuation vs , de rang 2 sur O(Y) par vs o(f) = (vs(f),vp, (a7 f)), ot v € C
vérifie vy (o) = v,(f).

17. On considére ici Y comme espace de Berkovich, pas comme espace rigide analytique.
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Siw € QL(Y), etsia € Ag(s), on définit le résidu Res, (w) comme le résidu de la restric-
tion de w a Yy, s (i.e. le coefficient cry dans le développement Wy, , = Zkez ai T %) Ona

> seoy ZaeAO(s) Res, (w) = 0.

Remarque 2.2. — (i) Comme P, ¢ %;,si a € Ay(s), la valuation vs , n’est pas totalement
positive sur 0 (Y') et v, , est un point (de type 5) du bord

Y™ =Spa(0(Y),0c + 6+ (Y)) \Spa(0(Y), 6F(Y))

de I'espace adique associé a Y.

(i) Si T € Fr(O(Y)) vérifie vs o(T) = (0,1), 'anneau des entiers du complété de
Fr(0(Y)) pour vs, est Oc[[T,T~"). Le schéma formel Y, s associé est un ¥ cercle fan-
téme %, obtenu en ¥, retirant ¥, tous les points visibles du cercle Sp(C(T, T~1)).

On définit la frontiére 9*Y de Y comme la réunion (®) des cercles fantdmes Y o, pour
s € Y eta € Ao(s). L'application v, , — Y; , fournit une bijection de dY* sur I'ensemble
de ces cercles fantdmes, et la frontiére peut aussi étre vue comme le ¥ bord adique % de Y.

(iii) I y a (au moins) deux maniéres de se représenter une courbe p-adique : soit comme
un graphe (2 la Berkovich ou a la Huber), soit comme une surface de Riemann. Dans ce texte,
nous allons privilégier la seconde représentation et construire des courbes en recollant des af-
finoides et des couronnes le long de cercles fantdmes. Cette opération ne semble pas étre licite
dans les cadres classiques (rigide, Berkovich, adique, ou schéma formel); pour lui donner un
sens, la solution est de modifier un peu la structure de schéma formel p-adique en munissant la
fibre spéciale d'une topologie proche de celle de Berkovich au lieu de la topologie de Zariski;
cela méne a la géométrie adoque (19) dy § 3.1. La méme opération dans le cadre adique revient
a recoller des graphes en des points (de type 5), ce qui peut donner l'impression qu'il y a une
unique maniére de faire le recollement, alors que le point de vue des surfaces de Riemann
suggére une analogie avec la théorie de Teichmiiller, qui semble plus proche de la réalité.

2.3. Modgéles semi-stables des courbes analytiques
[20, 3, 45]. Soit X une C-courbe analytique (lisse et connexe).

2.3.1. Bord et frontiére. — Si X n’est pas propre, alors X est la réunion croissante d’af-
finoides Y,,. On définit le bord X de X comme la limite Un( Nke>n 6Yk.) des 0Y,,, et la
frontiére 9*4X de X comme la limite des 6*1Y,,. (Notons que des points de 9Y;, peuvent ne
pas faire partie du bord de Y;,; et donc pas non plus de 9X.)

2.3.2. Noeuds. — Rappelons que les points de X se répartissent en 4 types [20, 3.3.2] suivant
la forme de leur corps résiduel complété. Si Y C X, on note Y[;) 'ensemble de ses points de
typei € {1,2,3,4}. On note aussi Y[ 3) = Y]g) U Y3, etc. En particulier X[;; = X (C) est
I'ensemble des points rigides de X, et pour tout 2 € X[y le corps résiduel de C(x) (corps

18. Que l'on peut voir comme contenue dans la courbe adoque associée a Y, voir n° 3.1.4.
19. Interpolation entre adique et ad hoc...
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résiduel complété de ) est le corps des fonctions d'une courbe projective lisse sur k¢, appelée
courbe résiduelle en z. Le genre de € X|3) est alors le genre de cette courbe résiduelle.

On dit que z est un noeud de X s'il ne posséde pas de voisinage qui est une couronne
ouverte. Cela inclut les points de type 2 et de genre > 1 et les points du bord 0.X de X. On
note X(X') I'ensemble des noeuds de X.

2.3.3. Squelette analytique. — Soit X une courbe sur C' (lisse et connexe). Le squelette ana-
lytique de X est 'ensemble I'™* (X') des points de X n’ayant pas de voisinage qui est un disque
ouvert; c’est un sous-graphe fermé de X, localement fini et métrisé, composé de points de
type 2 ou 3 [20, 5.1.11]. L'ensemble des noeuds 3(X ) de X est une partie de I'™*(X), que 'on
prend comme ensemble des sommets de I'**(X). On note A**(X) (resp. A**(X)) I'ensemble

des arétes (resp. arétes relativement compactes) de I'**(X).

Remarque 2.3. — (i) Si X est compacte en tant qu’espace de Berkovich, alors I'™*(X) = & si
et seulement si X = P! [20, 5.4.16]. Sans hypothése de compacité I'énoncé tombe en défaut,
par exemple Al et les disques ouverts ont aussi un squelette analytique vide. (Sur un corps
assez gros, i.e. sphériquement complet et & groupe de valuation R, ce sont les seuls exemples
mais sur un corps non sphériquement complet, le complémentaire d'un point de type 4 dans
P! n'est pas de ce type, et il y a méme des exemples de telles courbes qui ne se plongent pas
dans P! sur C bien quelles se plongent dans P! sur un corps assez gros [37, prop. 5.5].)

(i) Si ™ (X) # @, alors £(X) = O si et seulement si X est une couronne ouverte
généralisée (?°) auquel cas T%"(X) est un segment ouvert, ou bien X est une courbe de Tate
auquel cas I'*"(X) est un cercle.

(iii) SiT™(X) # & etsi X n’est pas une courbe de Tate, les arétes de '™ (X)) correspondent
a des sous-couronnes ouvertes généralisées de X, la longueur de I'aréte étant la largeur de la
couronne correspondante. Plus précisément :

© une aréte de longueur finie correspond a une couronne ouverte o < vp(2) < 3
généralisée 1) dont la largeur est 5 — o

¢ une demi-droite correspond a un disque ouvert épointé (de largeur oo
car 3 = +00),

o une droite correspond & Gy, (de largeur 200 car « = —co et 3 = +00).

(iv) Si I™*(X) # @, alors ['™(X) est compact si et seulement si X est un affinoide ou
une courbe propre. En effet, ['**(X) est un sous-graphe analytiquement admissible [20, th.
5.1.11], donc admissible de X (cf. [20, 1.5.1,5.1.3] pour ces notions) et donc la rétraction ca-
nonique (*?) 7 : X — T (X)) est continue et compacte [20, th. 1.5.16]. Donc T*"(X) est
compact si et seulement si X 'est (en tant qu'espace de Berkovich) et on conclut en utilisant
les résultats énoncés dans 2.1.

20. Une couronne ouverte généralisée est une courbe qui, aprés extension des scalaires a un corps assez gros, de-
vient une couronne ouverte ou un disque ouvert épointé ou Gy, .

21. Sil'aréte appartient & A2"(X), on obtient une vraie couronneet 8 — a € Q.

22. Siz ¢ I'™(X), r(x) est 'unique point du bord de la composante connexe de x dans X \ I'*"(X).
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On définit le squelette adique I'*4(X) en rajoutant a T'*"(X) des arétes non relativement
compactes de longueur 0™ en les sommets s de 9X, une par cercle fantéme de 04X au bord

de s.

2.3.4. Triangulations. — Une pseudo-triangulation S de X est un sous-ensemble discret et
fermé de X, formé de points de X|3), tel que les composantes connexes de X \ S soient des
disques ouverts ou des couronnes ouvertes généralisées. Le squelette I'(S) de S est le sous-
graphe fermé de X tracé sur X[, 3), ayant pour sommets S et pour arétes les squelettes des
composantes connexes de X \ S. On définit le squelette adique I'*4(S) en rajoutant a T'(5)
des arétes non relativement compactes de longueur 0" en les sommets s de 9.X, une par cercle
fantdome de 9°4X 4 la frontiére de s.

On dit que X est compacte (resp. quasi-compacte, resp. compléte), si [*4(.S) est un espace
métrique compact (resp. espace quasi-compact, resp. espace métrique complet), pour toute
pseudo-triangulation S.

Remarque 2.4. — (i) Les courbes compactes sont les analytifiées des courbes algébriques
propres.

(ii) Les courbes connexes quasi-compactes mais non compactes sont les affinoides connexes.

En effet, pour les deux assertions il suffit de raisonner comme dans la preuve du point iv)
de la rem. 2.3, en utilisant la rétraction canonique de X sur I'(5).

(iii) Une courbe compacte est compléte, mais on peut fabriquer des courbes complétes non
compactes : par exemple, en retirant un nombre fini de points a une courbe compacte ou,
plus généralement, un sous-ensemble compact (comme pour le demi-plan de Drinfeld), ou en
prenant un revétement fini étale d'une courbe compléte non compacte.

Une triangulation de X est une pseudo-triangulation telle que les composantes connexes
de X \ S soient relativement compactes dans X (en particulier, ce sont des disques ou de
vraies couronnes et pas des disques épointés ou des G,,,).

Si S est une pseudo-triangulation de X, alors S contient 3(X). Si I'**(X) est compact,
et si X(X) # @, alors I'™(X) est une triangulation de X, plus précisément la plus petite
triangulation de X [20, 5.4.12]. Si A*"(X) # A®(X), pour construire une triangulation
on a besoin de subdiviser les arétes non relativement compactes de I'**(X') en une infinité
d’arétes, et donc de rajouter une infinité de sommets a ¥(X).

Remarque 2.5. — (i) Un résultat fondamental de la théorie est I'existence de triangulations
pour toute courbe analytique sur C. C'est une conséquence du théoréme de réduction semi-
stable (cf. [1, ch.1]), mais peut aussi se démontrer "directement”, par une étude de la structure
locale des courbes [20, th. 5.1.4]. Plus précisément, tout ensemble fermé et discret, constitué
de points de type 2 est contenu dans une triangulation de X. Si X est compacte (en tant
qu'espace de Berkovich), alors la réunion des squelettes des triangulations de X est X 23] et
X est homéomorphe a la limite inverse de ces squelettes.

(ii) Une triangulation de X permet de découper X en shorts et jambes (cf. n° 3.5.2 pour
une version précise), ce qui permet de décrire X a partir d’objets plus simples.
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(iii) Si X est partiellement propre, une pseudo-triangulation fournit un recouvrement de
X par des pantalons (cf. n° 8.4.1), qui permet aussi de décrire X a partir d’objets plus simples.

(iv) Ces deux descriptions de courbes analytiques joueront un grand réle dans le calcul
de leurs cohomologies. Pour éviter de se battre avec la combinatoire du recouvrement, il est
souvent utile de raffiner la pseudo-triangulation.

On dit qu'une pseudo-triangulation S est fine si I'(.S) ne contient pas de boucle avec 1 ou
2 sommets. On peut rendre fine n'importe quelle triangulation S en rajoutant un sommet au
milieu de toutes les arétes de I'(.S) (et donc en coupant chaque aréte en deux).

2.3.5. Triangulations et modéles semi-stables. — Il y a une bijection naturelle ([3, th. 4.11]
pour les courbes projectives, [1, ch. 1] et [20, ch. 6] dans le cas général) entre les triangulations
de X et les modeles formels (p-adiques) semi-stables (23) de X sur O¢ :si 2 est un tel modeéle,
I'ensemble S(2") des préimages (par la spécialisation) dans X des points génériques des com-
posantes irréductibles de la fibre spéciale classique kc ® 5, Z de 2 est une triangulation de
X Pour aller dans I'autre sens il faut se fatiguer un peu plus ([20, th 6.3.15] ou [1, ch1]), mais
au moins pour une courbe projective X et dans le cas ot le squelette I'(.S) de la triangulation
a au moins deux arétes la construction est assez explicite [3, th 4.11] : si 7 : X — T'(S) est
la retraction canonique, et si a est une aréte, alors ! (@) est un domaine affinoide de X, et

le modéle semi-stable correspondant s'obtient en recollant les Spf(&'+ (r~1(@))) le long des
Spf(0+(r~1(s))), s parcourant S.

Remarque 2.6. — Soient S une triangulation de X et Xg le modéle semi-stable associé.

(i) T'(S) est le graphe dual de k¢ ® 6. X 5 : les sommets de I'(S) correspondent aux compo-
santes irréductibles de k¢ ® g, X5 et les arétes aux points singuliers. Si %; est la composante
irréductible correspondant & s € S, on note Z; 'image inverse de % par l'application de
spécialisation et Y, I'image inverse de 'ouvert de lissité de % (i.e. %; privé des points com-
muns avec les autres composantes de kc ® ¢ X ). Si P, est le point singulier correspondant
a l'aréte g, on note Y, l'image inverse de P, ; c’est une couronne ouverte dont on note y(a)
la Jargeur.

(ii) S contient X puisqu’elle contient ¥(X); par la bijection ci-dessus entre éléments de
S et composantes irréductibles, les points de 0X correspondent aux composantes irréduc-
tibles de k¢ ® ¢, X qui ne sont pas propres.

2.4. Fibre spéciale d'une courbe quasi-compacte

Soit X une courbe quasi-compacte (lisse et connexe) sur C, et soient .S une triangulation
de X et Xg le modéle semi-stable sur ¢ associé. La courbe k¢ ®4, Xg est un invariant
un peu trop grossier : on veut garder la trace de la largeur des couronnes correspondant aux
points singuliers, ce qui améne naturellement 4 la notion de courbe marquée ci-dessous.

23. Au sens large, i.e. étale localement, de la forme Spf o {X,Y} /(XY — a),a € Oc \ {0}.
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2.4.1. Courbes marquées. — Soit X une courbe sur k. Un point marqué sur X est un couple
(P, u(P)), ou:

e Pe X(kc),

e la multiplicité 1(P) de P est un élément de Q% LI {0"}.

Une courbe marquée (X, A, ;1) est une courbe X munie d'un ensemble A de points mar-
qués (et p est la fonction associant a un point marqué sa multiplicité). Une courbe marquée
(X, A, u) est semi-stable si :

o X est a singularités nodales,

o les composantes irréductibles de X sont propres et ne comportent qu'un nombre fini de
points marqués,

e les points singuliers de X sont marqués et ont une multiplicité € Q7 , les points marqués
non singuliers ont multiplicité 0.

Elle est stable si elle est semi-stable et si, de plus, aucune composante connexe de X n’est
un P! avec 0,1 ou 2 points marqués.

Remarque 2.7. — (i) On peut considérer une courbe lisse X comme une courbe marquée
stable en lui associant la courbe marquée stable (X, X \ X, 07), ot X est la compactification
lisse de X et tous les éléments de X \ X sont de multiplicité 0.

(i) Plus généralement, une courbe X a singularités nodales, dont les points singuliers
sont munis d'une multiplicité € Q7 , peut étre considérée comme une courbe marquée semi-
stable : on considére la compactifiée X de X obtenue en rajoutant des points lisses, et on
définit I'ensemble des points marqués comme la réunion des points singuliers de X (avec la
multiplicité donnée) et des points de X\ X, de multiplicité ot.

(iii) Si X est une courbe analytique et si S est une triangulation de X, la courbe k¢ ® ¢, X s
est une courbe a singularités nodales dont les points singuliers sont naturellement munis
d'une multiplicité rationnelle, a savoir la largeur de la couronne correspondante. On trans-
forme cette courbe en courbe marquée semi-stable en utilisant le (ii).

Si X est une courbe analytique et si S est une triangulation fine de X, la fibre spéciale X &
de X est la courbe marquée semi-stable obtenue a partir de k¢ ® ¢, X par le procédé du
(iii) de la rem. 2.7.

e Ses composantes irréductibles sont en bijection avec les éléments de .S; on note VP la
composante irréductible associée a s (c’est, par construction, une courbe propre sur k¢ et on
note }O/;p le complémentaire dans YSF des points marqués).

o Ses points singuliers sont en bijection avec les arétes de I'(.S) ; on note P, le point cor-
respondant & a; c’est un point marqué de X&' de multiplicité 11(a) (largeur de la couronne
correspondante).

e Les autres points marqués de X o sont de multiplicité 0T et leur ensemble est le complé-
mentaire de k¢ ® . Xs dans X Z?.

2.4.2. Graphe dual d'une courbe marquée. — Si X est une courbe marquée, on lui associe un
graphe semi-métrisé I'(X) = (S, A4, p1), le graphe dual de X, défini de la maniére suivante :
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e S est en bijection avec I'ensemble des composantes irréductibles de X.

o A est en bijection avec les points marqués de X, la longueur d’'une aréte a étant la mul-
tiplicité du point P, correspondant (?4).

o Les arétes relativement compactes de I'(X') sont en bijection avec les points marqués sin-
guliers de X, les extrémités de I'aréte a p correspondant a P étant les sommets correspondant
aux composantes irréductibles contenant (*%) P.

o Les arétes non relativement compactes de I'(X') sont en bijection avec les points marqués
de multiplicité 0, I'extrémité de l'aréte ap correspondant & P étant le sommet correspon-
dant a la composante irréductible contenant P.

Remarque 2.8. — Si X est une courbe analytique et si S est une triangulation fine de X,
alors

[(XT) =T1(9).

2.5. Métrique canonique et valuation. — L’espace X[, 3 des points de type 2 ou 3 est na-
turellement muni d'une métrique dt qui permet de métriser tout sous-graphe : la distance
associée est définie par d(r, s) = inf ’ [ dt

, le minimum étant pris sur tous les chemins joi-
gnant ra s. Si C' C X est une couronne fermée (i.e. C' = {a < v,(2) < 8}), etsir et s sont
les valuations de Gauss des cercles v,(2) = « et v,(2) = [ aux extrémités de la couronne,
alors d(r, s) est la largueur 5 — « de la couronne. Cette distance envoie les points de type
1 a l'infini (i.e. elle les transforme en pointes, comme les éléments de R pour la métrique de
Poincaré sur le demi-plan de Poincaré).

SifeC(X)*sir, s € X3 etsiv,, v, € X[z 3 sont les valuations correspondantes sur
C(X), alors

vs(f) —v.(f) = /S Rest(%) dt,

l'intégrale étant prise sur n'importe quel chemin allant de 7 a s : un tel chemin est une réunion
finie de segments fermés et la fonction Res( %) est constante sur I'intérieur d'un tel segment;
cet intérieur correspond a une couronne ouverte de X, ses points sont les points de Gauss de
cercles virtuels, et le sens de parcours du segment pour aller de & s détermine une orientation
de la couronne, ce qui fixe le signe du résidu de %.

Si X est un affinoide, et € X est un point de type 2, on pose d(r, 0X ) = infscox d(r, s),
si X est la réunion croissante d'affinoides X,, on pose d(r,0X) = limpen d(r, 0X,,), et si
X est propre, on pose d(r,0X) = 400. 81 Z C X est un affinoide, on pose d(Z,0X) =
infrEZ[g] d(’f‘, 6X)

Proposition 2.9. — Soient X une courbe et Z C X un affinoide connexe. Si f € 07 (X),
onavz(f — f(xo)) > d(Z,0X), pour tout zg € Z(C).

24. Qui peut étre 0T ce qui fait que I'(X) peut étre seulement semi-métrisé et pas métrisé.
25. Ces deux extrémités peuvent &étre égales si des composantes irréductibles de X s'autointersectent.
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Démonstration. — Soit g = f — f(x). I n'y a rien a prouver si ¢ = 0 ni si X est propre
(car alors g = 0). On peut donc supposer X affinoide (et passer a la limite pour le cas général)
et g # 0. Soit X, I'ensemble des zéros de g; c’est un sous-ensemble discret de X. Le squelette
analytique I" de X \ X, est obtenu en rajoutant des demi-droites a I'**(X'), une demi-droite
par élément de X,. La fonction ¢ — Res; 49 est constante sur chaque aréte orientée de I'.

Soit 7 € I' N Z réalisant le minimum de s — v,(g), et tel qu'il existe une aréte de bout r
sur laquelle Resd?g < —1: un tel point existe car v;(g) tend vers 400 en l'infini de ' N Z (en
particulier, sur la branche correspondant a z) et est croissante sur les arétes sur lesquelles
Res% > 0.

Soit v un chemin maximal, tracé sur I, partant de 7 et le long duquel Res%g < —1. Alors
~y aboutit au bord de I'*" (X)) : en effet, il ne peut pas aboutir au bout d’une des demi-droites
correspondant aux zéros de g puisque Res% > 0 le long de ces demi-droites, et s'il aboutit
en un point intérieur, ce point est forcément un noeud r’ (puisque Res% est constant sur les
arétes). Or la somme des résidus de % le long des arétes arrivant en 7’ est nulle, et comme
il y en a une pour lequel ce résidu est < —1, cela implique qu'il y en a une a pour lequel ce
résidu est > 1. Mais, cela fait que le résidu sur a, considérée comme aréte sortante, est < —1,
ce qui prouve que 7y n’est pas maximal puisqu'on peut le prolonger par l'aréte a.

La longueur lg(y) de 7y est donc > d(r,0X) > d(Z,0X). Par ailleurs, si s € +, alors
vr(g) — vs(9) = [ fResd?g dv (intégrale étant le long de ). En passant a la limite, en
en utilisant le fait que v5(g) > 0 puisque g € OF(X) et que —Res%g > 1, on obtient la

minoration vz(g) = v,(g) > lg(v) > d(Z,0X). O
Corollaire 2.10. — Si Y est compléte, toute fonction holomorphe bornée est constante.
Démonstration. — Cela résulte de ce que d(Z, 9Y) = +00 si Z est un affinoide connexe de

Y (car Y est supposée compléte), et donc vz (f — f(xg)) = +o0,si zg € Z(C) (prop. 2.9) :
autrement dit, f est constante sur Z, pour tout Z.

O

Remarque 2.11. — Cela fournit une preuve alternative de 'énoncé de la rem. A.2 de [15].

3. Construction de courbes analytiques

Dans ce chapitre, on explique comment construire des courbes en recollant des shorts (ou
plus généralement des affinoides) et des jambes (ou des boules ouvertes) le long de cercles
fantomes. Pour donner un sens a cette construction nous allons avoir besoin de raffiner la
structure de schéma formel associé 4 une algébre de Tate, ce qui conduit a la géométrie adoque.
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3.1. Géométrie adoque

3.1.1. Affinesadoques. — Soit A = O¢ (11, ...,T,)/I une Oc-algébre de Tate réduite (26),
telle que A = k¢ ® ¢, A soit aussi réduite (typiquement, A = &7 (Y'), ot Y est un affinoide
réduit sur C). Le schéma formel p-adique associé Y = Spf(A) est un espace annelé d’espace
topologique sous-jacent la fibre spéciale Y = Spec(A), munie de la topologie de Zariski,
le faisceau structural étant, si A est normal, U +— & (|U]) ou |U[ désigne le tube de U sur
la fibre générique (c’est un affinoide sur C) : si U est 'ouvert f # 0 de Y*P, et si f est un
relévement de f dans A, alors Oy (U) = A(X)/(1 — X f).

Nous allons associer & A un schéma adoque Sp*®°(A) défini en rajoutant des points et des
ouverts a 'espace topologique Spf(A) et en modifiant le faisceau structural en conséquence.
Avant de donner la définition de cet espace, commengons par examiner Spf(A) du point de
vue % points classiques ¥.

Si K est un corps algébriquement clos, complet pour une valuation réelle, muni d'un mor-
phisme continu & — K, alors X (K) = Hom(A, K) est un sous-espace fermé de K" (les
s : A — K que l'on considére sont les morphismes continus de &c-algébres). Comme O
est de caractéristique mixte, on peut prendre K = Cou K = C > (ou n'importe quel corps
vérifiant les conditions ci-dessus et contenant un de ces corps). Alors X (C) est borné dans
C™ tandis que X (C”) n’est pas borné dans (C*)", et X (C”) a beaucoup plus d’ouverts natu-
rels que les complémentaires de sous-variétés algébriques fermées (par exemple, l'intersection
avec la boule ouverte unité de (C”)™).

e Les points de Sp**°( A).— Les points de I'espace topologique sont ceux de 'espace de Berko-
vich sur k¢ associé a k¢ @, A (notons que cet anneau est discret), i.e. les valuations v sur
ko ®ep Aie v(zy) = v(z) +v(y) et v(z+y) > inf(v(z),v(y))) & valeurs dans Z LI {0},

27 1 ou —1.

d’'image {0, 00} ou contenant
Si v est une telle valuation, I, = {a € A, v(a) = oo} est un idéal premier, et v s'étend en
une valuation de Fr(A/I,); on note K, le complété de Fr(A/I,) pour v. Alors v est obtenue
en composant A — K, avec la valuation v sur K.
Les valuations & valeurs dans {0, 00} correspondent aux éléments de Spec(A). Si v est &
valeurs dans {0, 0o}, la valuation induite sur K, est la valuation triviale (i.e. v(0) = oo et

v(z) =0sixz #0).
e La topologie de Sp™°(A).— Si f € A, on note Uy 'ouvert de Zariski

Ur = {v, v(f) < oo}
Sigi,...,94a € A onnote Uy, 4, Uensemble

Ufgrrga ={v €Uy, v(g;) >0,1<i<d}.

26. On peut aussi remplacer & par un épaississement pour avoir une théorie ¥ en famille %; cest ce qui est fait
au paragraphe suivant.
27. Normaliser I'image évite de travailler a équivalence prés.
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On munit I'espace ci-dessus de la topologie engendrée par les Uy 4, .. 4, ; un ouvert de cette
forme est dit standard; comme

Uti,91,90 VUfargrirccgrrs = Usi farg1igries
on n'a que les réunions quelconques a rajouter. L’espace obtenu est compact.

o Le faisceau structural.— Si f 2015 ---,Gd € Asont desrelévementsde f, g1, ..., g4, on pose

Afgrrga = ATy, T)[X]/ (1= X f, Ty — g1, - .., Ta — ga),
Af7917~--,gd = A[[Tlv s ’Td]]<X>/(1 - va Ty —g1,...,Tq — gd)

(Que Ay g, ... 4, ne dépende pas des choix de f.91, ..., Ja résulte de ce que, si hi,he € A
ont méme image dans A, alors il existe > 0 tel que hy — hy € p"A.)
Notons que, si 7 > 0 est assez petit, on a

Af,ghm,gd/pr = (Oc/p") ® kczf,gl,m,gd

(Cela résulte de ce que les générateurs de 'idéal définissant A et les coefficients de f et des g;
appartiennent & Oy + p" O si 1 est assez petit car il n’y en a qu'un nombre fini qui ne sont
pas divisibles par p.)

Remarque 3.1. — La topologie de Sp*®°(A) est moins fine que celle de I'espace de Berkovich
correspondant (en dimension 1, qui est le seul cas qui va nous intéresser, les deux topologies
coincident si on reste sur k¢ mais pas si on étend les scalaires & un corps muni d'une valuation

non triviale) et, si U = Uy,g, . 4. est un ouvert standard, alors A 4, . est inclus dans

I

I'anneau des fonctions analytiques sur I'espace de Berkovich associé a U.
On note & et O les faisceaux associés aux préfaisceaux
Utgi...ga ™ Zﬁgl,m,gd et Ufgiga = Afigrga-
Lemme 3.2. — E(Uf,gh---vgd) = Zf7917~~~79d et ﬁ(Uf7glv"'7gd) = Afgi,.gar

Démonstration. — Notons juste U l'ouvert standard Uy g, ... 4, €t A l'anneau Zf«,gl,..‘,fw
Soit F € O(U). Il existe donc, pour tout v € U, un ouvert standard U (v) = Uy, 4, , .
tel que Flu(v) € Afyg01,00090,a, - - -~

Soient 7;, © € I, les points génériques des composantes irréductibles de X = Spec(A).

c9v,dy

Alors U' = U;U(n;) est un ouvert de Zariski de X et fiu+ appartient a I'anneau total des
fractions Fr(A4) de A. Par ailleurs f est une fonction analytique sur X (espace de Berko-
vich associé 4 X); on en déduit que les poles de F, vu comme élément de Fr(A), ne sont
qu'apparents, et donc que F se prolonge en une fonction sur X, ie F € A.

Cela prouve le premier énoncé. Pour en déduire le second, partons de ' € O(U); il
existe alors un recouvrement fini de U par des ouverts standard U; = Uy, g, ,,...,g: 4, tel
que F\Ui €A = Afhgi,lv"'vg’i,di' Soit Ai,j = Afifjvgi,lv---agi.

;595,050 s95,d; et solent

B = Ker[ @A — @i,in,j]> B = Ker[@i A — @i,jzi,j]
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(Lafleche A, @ A; — A; j étant (f;, f;) — fivinu, — fj\UmUj .) La fléche naturelle A —
®;A; (resp. A — ®;A;) induit une injection A — B (resp. A = B). On cherche & prouver
que la premiére injection est un isomorphisme sachant que la seconde en est un.

Il suffit de prouver 1'énoncé modulo p”, avec r > 0 assez petit, car tout est complet

pour la topologie p-adique. Le résultat est donc une conséquence des isomorphismes A /p” =

(Oc/p") ®re Aet B/p" = (Oc/p") @k B. O

Définition 3.3. — (i) Un espace annelé de la forme Spa“lo (A),avec A une O-algébre de Tate,
ou un de ses ouverts standard est un affine adoque. Un schéma adoque est un espace annelé
localement isomorphe & un affine adoque.

(ii) Si Y est un affine adoque, on pose &(Y&") = 0(Y) [%} On renvoie au § A.4 pour des
considérations sur la fibre générique d'un schéma adoque.

3.1.2. Boules ouvertes, jambes, cercles fantémes. — En dimension 1, en prenant le voisinage
infinitésimal de points bien choisis, on obtient les affines adoques suivants :

e Cercle fantéme

Clest I'affine adoque Y de fonctions globales A = O¢[[T, T~ ). Alors A = ko ((T)),et Y
ne posséde qu'un point (la valuation ordr), et donc aussi un unique ouvert non vide {ordr},
etona O({ordr}) = Oc|[T,T71).

Les points classiques de Y sont Y(C) = @ et Y(C”) = mes \ {0}. Autrement dit, Y’
n’a pas de points en caractéristique 0 (d’ott son aspect fantéme), mais en caractéristique p on
obtient un ouvert de la droite affine analytique (la boule ouverte privée de son centre).

e Boule ouverte adoque

Clest l'espace I'affine adoque Y de fonctions globales A = O¢|[[T]]. Alors A = k¢[[T]],
et Y ne posséde que deux points (le point classique 7" = 0 et la valuation ordr), et deux
ouverts non vides {ord7} et Y. On a 0 ({ordr}) = Oc[[T,T7!) et Oy (Y) = Oc[[T]].
En particulier, Y contient le cercle fantéme Spado(ﬁ c[[T,T~')) comme sous-schéma adoque
ouvert.

Les points classiques de Y sont Y(C) = m¢ et Y(C?) = mg». Autrement dit, Y est la
boule ouverte unité en caractéristique O et en caractéristique p.

o Jambe de longueur r

Clest I'affine adoque Y de fonctions globales A = O¢|[[Ty, T5]]/(TyT> — p"). Alors A =
kc[[T1, Tz]]/(T1Tz), et Y posséde trois points : le point classique d’équation 73 = T =0 €
k¢ et les valuations ordy, (qui se factorise & travers A/T,)et ordr, (qui se factorise & travers
A/T0).

Les ouverts non vides sont Y, {ordp, } et {ordy, } ; notons que le seul ouvert contenant 0
estY.

Le faisceau structural est donné par Oy (Y') = O¢[[T1, T2]]/(T1To —p"), Oy ({ordr, }) =
Oc||T;, T;1>. Il en résulte que Y contient, comme sous-espaces adoques ouverts, les deux
cercles fantomes V; = Sp**°(0¢[[T}, T, 1)), pouri = 1,2.
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En ce qui concerne les points classiques, en caractéristique 0, on obtient la couronne ou-
verte 0 < v,(T1) < r (de longueur r) et, en caractéristique p, deux boules unité ouvertes
recollées en leurs centres.

3.1.3. La boule unité fermée
Clest I'affine adoque associée 3 A = O (X) (et donc A = ko [X]).

e Les points.— L’espace Sp*®°(A) a trois types de points :

o Le % point générique %, i.e. la valuation triviale sur A (v(f) = 0si f # 0, v(0) = o0).

o Sia € k¢, le point classique correspondant a a, i.e. la valuation définie par v, (f) =
Vuiv(f(a)), ot Uyiy est la valuation triviale sur k¢.

o Sia € PY(kc), la valuation f — ord,(f), ott ord,(f) est I'ordre du zéro de f en a (si
a = oo, alors ord, (f) = — deg f).

Du point de vue points classiques, on a Y (C') = O¢ et Y(C?) = C”. Autrement dit, en
caractéristique O on obtient la boule unité fermée et en caractéristique p, la droite affine.

o La topologie.— Une base d’ouverts de la topologie adoque est donnée par :

¢ les complémentaires de sous-ensembles finis de points classiques..

oles V(a) = {v,,0rd,}, pour a € k¢, (voisinage infinitésimal du point a, défini par
{v, v(T —a) > 0}),

o les f/(a) = {ord,}, pour a € P'(kc) (si @ € k¢, c'est lintersection de V(a) et de
Touvert Ur_,, et si a = oo, c’est 'ouvert de Uro défini par v(T~1) > 0),

Remarque 3.4. — (i) Le % point générique % est fermé mais trés gros : le complémentaire de
tout ouvert le contenant est inclus dans la réunion de ‘O/(oo) et d'un nombre fini de V' (a).

(ii) Par comparaison, une base d’ouverts adiques est donnée par :

¢ les complémentaires d'un nombre fini de points classiques,

¢ le complémentaire de V' (a) si a € k¢ (défini par v(T — a) < v(1)) oude V ({ord })
(défini par v(T") > v(1)).

Pour la topologie adique, le point générique est dense (contrairement a la topologie
adoque), et ord,, est dense dans V' (a) (comme pour la topologie adoque).

(iii) Le schéma formel associé & A a pour espace topologique sous-jacent le schéma
Spec(kc[T)); il n’a pour points que le point générique et les points classiques, et pour ou-
verts non vides uniquement les complémentaires de sous-ensembles finis de points classiques
(et le point générique est dense).

o Le faisceau structural adoque

—Sia € kg, alors Oy (V(a)) = Oc|[T — al] (i.e. V (a) est une boule unité ouverte).

— Sia € Pl(k¢), alors \C}'(a) est un cercle fantéme (on a Oy (V(a)) = O¢[[T — a, (T —
a)™Y),sia € kg, et Oy (‘O/(oo)) = Oc|[T~,T)). Remarquons que le cercle fantéme ‘o/(oo)
a un statut spécial car il est aussi fermé contrairement a tous les autres (I'adhérence de &(a)
est V(a),sia € ke).
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—Siay,...,ax € ko, alors Oy (Y \ {ay,...,ar}) = ﬁc<T, ﬁ? cey T%ak> (comme
pour le schéma formel correspondant).
Remarque 3.5. — (i) U = Ugyek, V (a) est un ouvert strict de B (son complémentaire est

constitué du point générique et de ord..). Ona Oy (U) = [] Oc||T — [a]]] (une sorte
de complété profini de O (T')).

(i) Si U est un ouvert de Zariski (i.e. le complémentaire d'un ensemble fini A de points

a€ke

classiques), alors U contient les cercles fantdmes V (a) correspondant aux a € A (ainsi que

la cercle fantdme ‘O/(oo))

3.1.4. Affinoides

La boule unité adoque est un cas particulier de &¢-short, cf. n°3.3.1. Cest aussi un cas
particulier d'affine adoque Y% associé 2 un affinoide Y (i.e. associéa &'+ (Y")) de dimension 1.
L’espace topologique Y2do et la réduction canonique de Y du n°2.2.2, vue comme espace de
Berkovich au lieu de schéma (ce qui rajoute des points et des ouverts).

Comme la boule unité, Y% a trois types de points : les points génériques des composantes
irréductibles de la réduction canonique, les points classiques, et des valuations de rang 1 pour
tout point des compactifiées lisses des composantes irréductible.

Une base d’ouverts de la topologie est constituée des ouverts de Zariski (complémentaire
d’ensembles finis de points classiques), des voisinages infinitésimaux des points classiques (le
voisinage infinitésimal d'un point singulier peut étre trés compliqué), et des cercles fantémes
associés aux valuations de rang 1.

Remarque 3.6. — Lafrontiére 9°dY de Y du (ii) de larem. 2.2 est un ouvert de Y% constitué
de cercles fantémes.

3.2. R-algébres de Tate

3.2.1. Epaississements de O¢c. — Un épaississement R de O est un anneau muni d'un mor-
phisme surjectif 0z : R — Oc tel que,sir € Q% etsi I, = 0" (p"Oc), alors R est séparé
et complet pour la topologie I,.-adique. En particulier, R est local, de corps résiduel k¢ ; on
note mp son idéal maximal. Des exemples naturels d’épaississements de O¢ sont O¢, Aj,r ou
Ocl[Ty, ..., T4]]-

Si R est un épaississement de &, on munit R de la topologie I,.-adique (qui ne dépend
pas du choix de € Q%) et on note Sp(R) I'ensemble des idéaux premiers fermés p de R, tels
que p[}%] soit un idéal maximal de R[}%]

-Si R = O¢|[Ty,...,T,)), alors Sp(R) n’est autre que I'ensemble m% des C-points de la
boule unité ouverte de dimension d.

- Le cas R = Ay est plus amusant (cf. [14, cor. 3.3] pour ce résultat de Fargues et
Fontaine) : dans ce cas Sp(R) a un élément un peu étonnant, a savoir Ker 6y pour lequel
R/Kery = O ; tousles autres éléments de Sp(Ayy¢) sont de la forme (p—[a]),avec a € mes
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(non uniquement déterminé), et A;n¢/(p — [a]) est 'anneau des entiers d'un corps C,, algébri-
quement clos, complet pour v, et dont le basculé C? est C”. (Sia = p” - et donc [a] = jp - ce
quotient n’est autre que J¢.)

On écrit p = 0 pour le quotient A;,¢/Ker 6y et p = [a] pour Aye/(p — [a]) (et p = p, si
a = p’, et donc Ay¢/(p — [a]) = Oc).

3.2.2. R-algébres de Tate. — Soit R un épaississement de . Un R-module M est dit or-
thonormalisable s'il est isomorphe au module £3° (I, R) des suites (x;);cs tendant vers 0 en
00 : un tel isomorphisme fournit une famille (e;);c; d’éléments de M telle que tout élément x

de M puisse s'écrire, de maniére unique, sous la forme > . _; x;¢; avec z; — 0 quand i — o0;

iel
une telle famille est appelée une base orthonormale de _7\4e sur R.

Une R-algébre de Tate B est une R-algébre orthonormalisable, quotient d'un R(x1, ..., Zy).
On pose B = k¢ ®p B (c'est un quotient de k|21, . . ., xy)).

Soit B une R-algébre de Tate de la forme 28 R® 6 Bk, ol By est une U -algébre de

Tate, et K est un sous-corps complet de C, de valuation discréte.

Lemme 3.7. — Soient 7 > O et R(") = O + I,. Si (ei)ics est une famille d’éléments de
R & 6 B, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (€i)ics est une base orthonormale de B sur R,

(ii) (€;)ies est une base algébrique de B sur kc.

Démonstration. — L'implication (i)=-(ii) est immédiate; prouvons la réciproque. Soit
(fi)ier une famille d'éléments de By telle que f; ait pour image €; dans B. Les f; forment
une base orthonormale de By sur O (on est dans le cas de valuation discréte ot 'équiva-
lence entre (i) et (ii) est parfaitement classique), et donc aussi de B sur R.

Soit M la matrice des e; dans la base des f;. Par construction, M est & coefficients dans R(")
et congrue a 1 modulo mp, et donc M =1 — IN,avec N a coefficients dans I,.. Il s’ensuit que
M est inversible, d'inverse 1 + N + N2+ N3+ - . (la série converge car N* est a coeficients
dans I” et R est séparé et complet pour la topologie I,-adique). Les e;, pour i € I, forment
donc une base orthonormale de B sur R. O

Lemme 3.8. — Soit B de la forme R ® 6« Br comme ci-dessus, et soit A une sous- R-algébre
fermée de B vérifiant :

o Aestde type fini sur k¢,

e il existe r > 0 et une famille (e;);c; d’éléments de R ® o« Bi dont les images dans
B/ A forment une base orthonormale de B/ A.

Alors A est une R-algébre de Tate.

Démonstration. — Il existe Z1,...,Zs € A engendrant A sur k¢, et donc J C N¥ tel que
les? =2 - 20, pourj = (j1,...,Js) € J, forment une base de A sur kc.
Choisissons des relévements 21, . . ., 2; de Z1, . . ., Z5 dans A. Quitte a diminuer 7, on peut

supposer que les z; appartiennent a R & ox B . Les 7, pour j € J appartiennent aussi a

28. En particulier R est supposée contenir O ; par exemple, si R = Ay, cela impose K C C.



COHOMOLOGIE DES COURBES p-ADIQUES 35

R & ox B, et il résulte du lemme 3.7 que les 7, pour j € J, et les e;, pour i € I, forment
une base orthonormale de B sur R. On en déduit que les 7, pour j € J, forment une base

orthonormale de A sur R, et donc que A est orthonormalisable et quotient de R(z1, ..., zs).
Cela permet de conclure. O
3.2.3. Relévement de morphismes. — Si K est un sous-corps fermé de C et si A est une

algébre de Tate sur O, posons A= A/mgA. Rappelons que, si A est sans Ok -torsion, alors
A est formellement lisse sur O si et seulement si A est lisse sur kx.

Proposition 3.9. — ([8, th. A-1]) Soient A, B des algébres de Tate sur O, avec A formelle-
ment lisse sur Ok.Si5 : A — B estun morphisme de O -algebres, il existe s : A — B
relevant 3.

Corollaire 3.10. — (i) Si A est une algébre de Tate formellement lisse sur 0, il existe ¢ :
A — Arelevant x — P sur A (un tel ¢ est un frobenius de A).

(i) Si B est une algébre de Tate formellement lisse sur ¢, il existe une algébre de Tate B
sur O telle que I'on ait B = O¢ ® ﬁéé.

Démonstration. — Le (i) est une application directe de la prop. 3.9 (avec B = A). Pour
prouver le (ii), on part d'un relévement formellement lisse A de B sur &, by (il en existe par
la propriéte de relévement infinitésimal des morphismes lisses), et on observe que c’est une
algébre de Tate sur . Alors A’ := O¢ ® @GA est une algébre de Tate formellement lisse
sur Oc et A'/mA’ = B. La prop. 3.9 fournit un relévement s : A’ — B de 'identité de B.
Il reste a vérifier que s est un isomorphisme.

Soit 7 > 0. Le morphisme induit s, : A’/p” — B/p" est un morphisme d’algébres de
type fini sur O¢/p". 1l s’ensuit que, pour ¢ < r assez petit, s; est un isomorphisme (on a
A'Jpt 2 (Oc/p') @ Bet B/pt = (Oc/p') @ B,sit est assez petit, et s; est 'identité puisque
s est un relévement de I'identité). On conclut en utilisant la complétude de A’ et B pour la
topologie p-adique. O

Remarque 3.11. — Il résulte de la preuve du (ii) qu'une algébre de Tate formellement lisse
sur O¢ est,  isomorphisme prés, complétement déterminée par B.

Remarque 3.12. — Une ft-algébre sur Ok est une Oj-algébre plate A de la forme
Ok[z1,...,7,])7 /I, ott I est un idéal de type fini. On dit que A est formellement lisse
sur O si A = A/my A est lisse sur kg. La prop. 3.9 s'étend a ce cadre : si A, B sont des
T-algebres sur Ok, avec A formellement lisse sur O, et si s : A — Bestun morphisme de
ki -algebres, il existe s : A — B relevant 5. Cela permet de construire des relévements de
Frobenius surconvergents.

3.3. Shorts, jambes et cercles fantomes

3.3.1. Shorts. — Un short Y est le schéma adoque associé 4 un schéma formel affine, lisse
sur U¢, dont la fibre générique Y est un affinoide connexe, de dimension 1. Ona O(Y) =
01 (Ye) et O(Y) est un quotient formellement lisse de O (1, . .., x,), pour un certain n.
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Remarque 3.13. — (i) D’aprés le (ii) du cor. 3.10, un short ¥ admet un modéle Y sur Ox,
ie. 0(Y)=R® 6 O(Y), et Y est unique & isomorphisme prés.

(ii) Si R est un épaississement de &, on définit un R-short comme l'extension des scalaires
a R d'un short Y sur O¢. SiY est un short, on peut le plonger dans un R-short Y pour
tout épaississement R de O : il suffit de choisir un modéle Y de Y sur Oy, et de poser
O(Yr)=R® . 0(Y).

(iii) En particulier, on peut plonger un short Y dans un Aj,¢-short Y. La fibre en p=pde
Y nlest autre que Y, tandis que celle en p = 0 est Y.

Un choix de frobenius ¢ sur Y en induit un sur YV’ pulsqu on dispose d'un frobenius sur
Ainr. Alors Y est stable par le frobenius agissant sur Y, et la restriction de ce frobenius & Y
est celui dont on est parti.

Un short Y

Ce dessin représente un short Y, avec 'ensemble de ses points classiques (la surface de Riemann), sa fibre spéciale
Y*P (la courbe) et son squelette (le point hérissé de fléches). Il est obtenu en retirant a une courbe de genre 3 avec
bonne réduction les tubes | Py, [, | Pay [, | Pag [ des points marqués Py, Pa,, Pag de Y*P.

o Le squelette (adique) Fad(Y) est constitué du point noir (point de Gauss de Y') et des trois fléches rouges a1,
a2, a3 (correspondant aux trois points marqués de Y*P). Le squelette analytique I'*"(Y’) est juste le point noir.
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o Les disques bleus de la surface de Riemann sont les points classiques des tubes des points non marqués de Y
(ils sont censés recouvrir la surface privée de | Py, [, | Pas [, | Pas[); on a dessiné les spécialisations de cinq de ces
disques). Les cercles rouges en pointillés sont les cercles fantémes 4 la frontiére du short.

o L’espace de Berkovich est l'arbre issu du point noir dont les branches aboutissent aux points classiques (aux-
quelles il faut rajouter des branches s'arrétant en chemin, correspondant aux points de type 4, puisqu'on n’a pas
supposé C' sphériquement complet); il ne voit pas les fleches bleues.

® Les fleches bleues sont en bijection avec les points non marqués de Y*P; ce sont les points adiques de type
5 dans l'adhérence du point de Gauss; chacune est la racine du sous-arbre des branches aboutissant dans le tube

correspondant (on a dessiné une petite partie de deux de ces arbres).

3.3.2. R-Jambes. — Si R est un épaississement de ¢, une R-jambe Y est le schéma adoque
associé & un anneau de la forme R|[[Tp,T}]]/(ToT: — «) (la topologie est la (1., Ty, T})-
adique), avec a € mp. (Si @ = 0, la jambe est singuliére et sa longueur est +0c.) Si R = O,
la longueur de Y est v, (). Une O¢-jambe est dite normalisée, si @ = p”, avecr € Q% ; sa
longueur est alors 7.

@ (P

Y'p

o <
NN
I

Une jambe Y de longueur p

Ce dessin représente une jambe de longueur p. Sa fibre spéciale est un point marqué de multiplicité j, et son
squelette est un segment ouvert de longueur (1. Le cyclindre représente I'ensemble des points classiques de Y ; chaque
point de type 2 du squelette est la base d'un arbre aboutissant sur un cercle du cyclindre. Les deux fléches rouges du

squelette correspondent aux deux cercles fantdmes (représentaés par des cercles rouges en pointillés) a la frontiére.

SiY est une Oc-jambe normalisée (avec O(Y) = Oc¢|[Ty, T1]]/(ToTy — p")), on peut la
plonger dans la A;,s-jambe Y définie par O (57) = Aintl[To, T1]]/(ToT1 — p"). On note Yla
fibredeY enjp=0:0na 0(Y) = O[T, Th]]/(ToT ), et donc Y est singuliére, et obtenue
en recollant deux boules ouvertes sur 0 en leurs centres. On munit Y C Y de frobenius
compatibles ¢ par la formule p(T;) = T7,sii = 0, 1.

3.3.3. R-Cercles fantémes. — Un R-cercle fantéme Y est le schéma adoque associé a un
anneau de la forme R[[T, T~ !) (complété de R[[T]][T ] pour la topologie I,-adique). Un
paramétre local de Y est un élément z de 0(Y) = R[[T,T~') dont 'image Z dans kc((T))
vérifie v (Z) = 1 (donc, en particulier, 7" est un paramétre local de Y'); on a alors un isomor-
phisme R[[z,27!) & O(Y).

Si Y est un Oc-cercle fantéme avec 0(Y) = O¢[[T,T~!), on le plonge dans le Aj-
cercle fantome Y défini par O(Y) = Augl[T,T1). Onnote Y la fibre de Y en f = 0 (et
donc O(Y) = Ox|[T, T~1)). On munit Y C Y de frobenius compatibles ¢ par la formule
p(T) =17
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3.3.4. Partie polaire en un cercle fantéme de la frontiére. — Soit Y un R-short, et soit
Ot (Y) =Ker(O(Y) = ke®pO(Y)).Soit P € Y de multiplicité 0, et soit z € &+ (Y)
vérifiant vy 5(2) = (0, —1) (un tel z n’existe pas forcément s'il n'y a qu'un seul point de mul-
tiplicité 0" sur Y'*P, mais existe toujours si le nombre de tels points est > 2 grice au théoréme
de Riemann-Roch). Alors 27! est un paramétre du cercle fantéme correspondant a P a la
frontiére de Y . Soit 7" un paramétre du R-cercle fantéme défini par ce cercle fantéme; alors
271 € R[[T,T~!) et on a un isomorphisme ¢ : R[[z71,z) = R[[T,T~1).

Lemme 3.14. — Lest(2"),pourn € N, forment une base orthonormalede R[[T,T~') /T R|[[T]]
sur R. En particulier, ¢ induit des surjections

OY(Y) — R[[T,T"YY/TR[[T]] et OTH(Y)— wmg[[T,T"")/Tmg[[T]]

Démonstration. — Ilexiste v € k% tel que 1(z) = [T ! mod mp(T1) + R[[T7]] et, quitte
a changer T en [ 1]T, on peut supposer o = 1. Il existe alors 7 > 0 tel que ¢(2) — T~ 1 €
L.0(Y) + R[[T]]. Alors (zF) — T=* € I,0(Y) + T~ =V R[[T]], pour tout k > 0. On en
déduit que tout élément f de (R/I,)[[T, T~") peut s'écrire, de maniére unique, sous la forme
ft+f",avec ft € T(R/I,)[[T]] et f~ € (R/I,)[(2)]. On prouve, par récurrence, le méme
résultat modulo I™ et, par passage a la limite, on en tire que tout élément f de R[[T, T~ 1)
peut s'écrire, de maniére unique, sous la forme f*+ f~,avec f* € TR[[T]] et f~ € R{1(2)).

Le résultat s’en déduit. O

3.4. Compactification d'un affinoide

Proposition 3.15. — (Van der Put [48]) Soit Y un affinoide sur C. Alors il existe une courbe
algébrique propre X¢ contenant Y( et telle que X \ Y¢ soit une réunion finie de disques
ouverts.

Démonstration. — Soit Y le schéma adoque associé au schéma formel Spf(&'+ (Y¢)), et soit
X le schéma adoque obtenu en recollant des boules ouvertes le long des cercles fantémes
a la frontiére de Y. L’espace topologique de X est la compactifiée % de la fibre spéciale
% de Spf(0* (Yc)). 1l s'agit de prouver que si on restreint le faisceau structural de X aux
ouverts de Zariski, on obtient des & -algébres de Tate : cela implique que cette restriction est
un schéma formel p-adique (29) qui est un modeéle d'une courbe X ¢, propre puisque sa fibre
spéciale est propre, et qui est 'espace rigide associé a une courbe algébrique d’aprées GAGA
rigide.

Si U est un ouvert (de Zariski) assez petit de %, il y a deux cas possibles :

e U C % auquel cas |U]| est un ouvert affinoide de Y, et ona Ox (U) = O+ (JU]), ce qui
fait qu'il ny a rien a prouver.

e U\(UN%') = {P},auquel cas U\{ P} est un ouvert de % que 'on peut supposer lisse et
connexe (et donc |U \ { P} est un short et on note C'p le cercle fantéme a la frontiére de JU \
{P}| correspondant a P; on recolle [U\{P}|etle disque ouvert Dp avec (Dp) = Oc[[T]

29. Une manifestation d'un principe GaGa (Géométrie adoque et Géométrie analytique).
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lelong de Cp): JU \{ P}[ est obtenu, par extension des scalaires, & partir d'un short Yp défini
sur Oy (e. OY(JUN{P}]) = Oc ® O 0(Yp)); on choisit un paramétre z € 0 (Yp) du
cercle fantdme correspondant a P, et un isomorphisme ¢ : Oc[[z,271) = Oc[[T,T1). 1a
propriété de faisceau fournit alors la formule :

Oy (U) =Ker[0T(JUN{P}) ® Oc[[T]] = Oc([T,T")]
Oc[T, T_1>]
oclT]]
ott I'application 0+ (JU \ {P}[) — Oc¢|[T,T~") est la restriction de ¢. Pour simplifier les

notations, posons A = Oy (U) et B = 07 (JU \ {P}]). L'intersection AT* de Aet BTT est
le noyau

= Ker[0H(JU\{P}]) —

mel[T, T~1)

AT = Ker[ B o RO T

D’aprés le lemme 3.14, on a des suites exactes

Oc|[T, T~ me ([T, T7")
0A—-B——"——"—"' 50, 0ATT Bt 5 =22~ L 4.
oc|[T]] mc[[T7]
On en déduit une suite exacte
- = ke((T))
0+ A—B— ——2% —0.
kc([T]]

1 en résulte que A = O (U). En particulier, A est de type fini sur kc.

Par ailleurs, d’aprés le lemme 3.14, les 27", pour n > 1, forment une base de Banach de
B/Asur Oc. Or les z~™ appartiennent a B = 0(Yp) et on est dans les conditions d’applica-
tion du lemme 3.8 ce qui permet d’en déduire que A est une Jc-algébre de Tate, ce que 'on
voulait. [

3.5. Patron d'une courbe

3.5.1. Définition. — Un patron de courbe (I, (Y3)ier1, (4i,5)(i,j)cr,) est la donnée de :

e Un graphe bipartite marqué fini GO = (I, I,u), I =A.US, u(a) € Qsosia € A,
sans boucle ayant 1 ou 2 sommets.

e Pour tout @ € A, une jambe Y, de longueur ;(a) avec

ﬁ(Ya) = ﬁCHTa,slaTa,82H/(Ta,S1Ta,82 - pu(a))7

ol 51, So sont les extrémités de a, et on note Y, 5, pour ¢ = 1,2, le cercle fantéme avec
ﬁ(Ya,Si) = ﬁc[[TaysmT;,;)'

e Pour tout s € S, un short Y, dont la frontiére 9*1Y; est constituée de cercles fantémes
Ys.q indexés par a € A(s),

e Pour tout couple (a, s), avec a € A. et s € S(a), un isomorphisme ¢, s : Ys o — Yas

) )

de cercles fantémes.

30. Cette restriction n’est pas essentielle mais nous n’aurons besoin que de patrons finis dans ce qui suit.
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Remarque 3.16. — On peut généraliser la notion de patron en ajoutant un sous-ensemble B
de A\ A, et pour toutb € B :

e une boule ouverte V3, avec 0(Y3,) = Oc[[Tp]],

e un cercle fantéme Y}, , ott S(b) = {s}, avec O(Y}, 5) = Oc[[Tp,s, Tbjsl>,

o un isomorphisme ¢4 5 : Y 5 = Yy s

3.5.2. Patrons d'une courbe quasi-compacte. — On peut associer un patron de courbe a une
courbe quasi-compacte Y sur C, munie d'une triangulation S. Soit Yg le Jc-modéle semi-
stable associé & S. On suppose S suffisamment fine pour que la fibre spéciale ng ait au moins
deux composantes irréductibles, que ces composantes irréductibles soient lisses et que deux
d’entre elles s'intersectent en au plus un point. Le patron de Y associé & S est obtenu de la
maniére suivante.

e OnnoteI' = (I, I3, i), avec I = A, U S, le graphe bipartite marqué associé au graphe
dual de la fibre spéciale Y;P de Y (cf. n° 2.4.2). (on dispose donc de courbes propres Y, pour
s € S, d'un ouvert f@sp de Y2F, et de points marqués P, de multiplicité ji(a), avec pu(a) € Q¥
sia € A, et u(a) =0 sia € I\ I ).

e Sis € S, on note A(s) I'ensemble des arétes ayant s pour extrémité (les P,, pour a €
A(s), sont les points marqués de Y7), et A.(s) = A(s) N A, (les P, pour a € A.(s), sont
les points singuliers de Y;7).

¢ Si s € S, on munit d'une structure de &c-short le schéma formel Y; défini par (Y;) =
o+ (]{/SSP [), ou ]EO/SSP[ est le tube de V¥ dans Y. Sia € A,, on note ¥, la O ¢-jambe définie par
0(Y,) = Ot (]P,]), ou] P, est le tube de P, dans Y; elle est de longueur x(a).

(Les Y;, pour i € I, forment un recouvrement adoque de Y'.)

e Sia € A, onnote S(a) 'ensemble des extrémités de g, i.e. 'ensemble des s € S tels que
P, € Y;*. Alors S(a) a deux éléments s; = s1(a) et s5 = s2(a) dont I'ordre est déterminé
par l'orientation choisie de I'. On choisit une fonction T s, sur un ouvert de Y, UY, LY,
dont la restriction a Y,, induit un isomorphisme de Y, sur la couronne 0 < v,(T, 5,) < p(a),
et telle que v, (Ts.5,) = 0. On pose T}, 5, = p"(¥) /T, ,,, donc v, (T 5,) = O et

OY,) = ﬁCHTa,SNTaﬁz]]/(TamTa,SQ - pu(a)>_

o Si (a,s) € I, Y, intersecte Y; le long d'un cercle fantdme Y, 5 et comme S est fine,
Y; NY; # O si et seulementsi (i, j) € I (si ¢ # j bien stir).

3.6. Construction de courbes a partir d'un patron

La procédure fournissant un patron d’'une courbe quasi-compacte a partir d'une triangula-
tion peut s'inverser, ce qui permet de construire des courbes (et méme des familles de courbes)
a partir d'un patron.

3.6.1. Patrons de R-courbes. — Un patron de R-courbe (I', (Y;)ier, (tij) (i j)er,..) est la
donnée de :

e Un graphe bipartite marqué fini I' = (I, Iy, m),avec I = A, U S, etm : A, — mp,
sans boucle ayant 1 ou 2 sommets.
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e Pour tout a € A, une R-jambe Y, avec
O(Ys) = R[[To,sy, Tas,]1/ (Ta,s, Tas, — m(a)),

ol S1, So sont les extrémités de q, et on note Yy, ., pour i = 1,2 le R-cercle fantdme avec

ﬁ(Ya,si) = R[[Ta,sia T¢;311>

e Pour tout s € S, un R-short Y avec O(Y;) =2 R ® O ﬁ(f/s), oi1 Y, est un short défini
sur Oy, dont la frontiére 8“1575 est constituée de cercles fantomes Y/S)a indexés par a € A(s),
et on définit le R-cercle fantdéme Y , par 0(Y; ,) = R ® o ﬁ()ia)

e Pour tout couple (¢, j) € I5 ., un isomorphisme ¢; ; : Yj; = Y; ; de R-cercles fantdmes.

3.6.2. Construction de R-courbes. — A partir d'un patron de R-courbe, on construit une
R-courbe adoque Yado en recollant les Y; et les Y, via les Lq,s- Si le patron est le patron d'une
Oc-courbe Y, alors Y4 est le schéma adoque associé a Y. En général, on a le résultat suivant
qui est une manifestation d'un principe GaGa.

Théoréme 3.17. — Y24 est le schéma adoque associé & une R-courbe Y (i.e. un R-schéma
formel de dimension relative 1).

Démonstration. — Notons que, si s € S, alors ke ®@r O(Y;) = ke ®o,, ﬁ()v/s), et donc Y,
et Y/s ont méme fibre spéciale Y,? qui est, par définition, une courbe projective lisse munie de
points marqués de multiplicité 0" dont l'intérieur VP est le complémentaire de ces points
marqués (et ﬁ’(f};p) = ke ®r O(Yy)).Sis € Setsia € A(s), on note P , le point de
Y,? correspondant & Y ,. Alors Y*P (resp. }L}Sp) est obtenue & partir de la réunion disjointe
des Y7 (resp. i(j'SSp), pour s € S, en identifiant les points P, (4).q et Ps,(q),a, pour a € A..
Le point P, = Py, (a),a = Ps,(a),q est alors un point marqué singulier de Y (appartenant a
}O/SP), et on définit sa multiplicité comme étant m(a).

Ceci fournit une description de I'espace topologique sous-jacent a Y24 Pour démontrer le
théoréme, il reste & prouver que la restriction 0y, aux ouverts de Zariski, du faisceau structu-
ral Oyuo de Y24 produit des R-algébres de Tate, et il suffit de vérifier ceci pour un voisinage
assez petit U de tout point fermé P de VER| y a deux cas a considérer pour P.

e Si P n’est pas un point marqué, alors P appartient a une unique composante Y, et
on prend pour U un ouvert de VP son tube ]U[ dans (la fibre générique de) Y est un sous-
affinoide de Y, et ona 0y (U) = R® 6,07 (U]) qui est bien une R-algébre de Tate.

eSi P = P, aveca € A, etsiS(a) = {so, 1}, alors P, est le point d'intersection
de Y5¥ et Yi¥. On prend pour U un ouvert de la forme Uy U Uy, out U; est un ouvert de YsP
contenant P, et suffisamment petit pour qu'il existe Z; € ¢(U;) ayant un zéro simple en P,.
La propriété de faisceau décrit O’y (U') comme le noyau

Oy (U) = Ker[R@ 6, (07 (JUo[) x 67 (UL) & O(Ya) = O(Ya,s,) X O(Yasy)]
ot |U; | est le tube de U; dans Y, les fleches de &(Y,,) dans les O(Y,,s,) sont induites par les

inclusions des Y, s, dans Yy, et la fleche de & (|U;[) dans O(Y, s, ) par Ya.s, =2 Vs, .o CU|,
sii=0,1.
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Posons A = Oy (U), B = 6+ (JUy[) x 6T(JU1[) et B = R® ﬁé.é. Commengons par

prouver que la suite

R[[To, 75 ") & R[[T3, T7 )

02 A= B2 R, T/ — mia))

est exacte. Elle est exacte & gauche et au milieu par définition de A. Pour prouver la
surjectivité de la fleche de droite, il suffit de le faire modulo m(a) car tout est séparé
et complet pour la topologie m(a)-adique. Mais alors, si R, = R/m(a), I'application

Ral[To. Ty )& Ra [T, T, ) RullT0.TyY) - RallT17 )
B/m(a) — =TTy TR T P TR

Comme B = By @ By, avec B; = R® Oy Biet B; = 0" (|U;[), 'application ci-dessus est

—1
la somme des B;/m(a) — %, ce qui permet d'utiliser le lemme 3.14 pour prouver

se factorise a travers

sa surjectivité.
Soient BTt = mp ® o.Bet ATT = AN B, Le lemme 3.14 permet aussi de prouver
que la suite

mp[[To, Ty ') & mp[[Ty, T ')
0= AT = B = T, T/ (Tl — m(a))

—0

est exacte. Si B = B/B** et A= A/A*™, on a donc une suite exacte

— — kc((To))@kC((Tl))
0= A= B M. ) (Do)

1 en résulte que A = Oy« (U); en particulier, A est de type fini sur k.

Par ailleurs, si z; € 01 (|U;]) est tel que z; L est un paramétre du cercle fantdme Y, 4, on
déduit dulemme 3.14, que 1 et les z;k, pouri = 0, letk > 1, forment une base orthonormale
de B/ A. Comme cette base est constituée d’éléments de E, le lemme 3.8 permet d’en déduire
que A est une R-algébre de Tate, ce que I'on voulait. O

Remarque 3.18. — On peut adapter la construction ci-dessus a un patron généralisé comme
dans la rem. 3.16; on recolle des R-boules ouvertes Y, (avec &(Y;) = R|[[T3]]) le long des
R-cercles fantdmes Y 3, pour b € B. La courbe ainsi obtenue est propre si et seulement si

B=A\A,.
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Y
Y, Yoo Yo G \Gi a v
o . .~ . (Pa2 , /142)
< P (Pay 07)
) - \ I .
Ya, o (P,,,0T)
— G -
D ya——
‘ 5
ay . a2 Gy
> as | 25
51 ra(y) 53

Un affinoide Y construit a partir de 3 shorts et 3 jambes

Ce dessin représent un affinoide Y obtenu en recollant, le long de cercles fantémes (en pointillés rouges), des
shorts Y5, Ys, et Ysj, de genres respectifs 4, 0 et 3, et des jambes Yy, Yu, et Yy, de longueurs respectives p1,
(2, p3. La fibre spéciale Y*P a cing points marqués : trois correspondant aux spécialisations des jambes et deux aux
tubes enlevés sur Y, . Le squelette '™ (Y") est constitué du triangle de sommets s1, s2 et s3 (les longueurs des arétes
a1, as et az sont i1, pi2 et pu3) et on obtient rad (Y') en rajoutant les fleches a4 et as.

Notons que Ygsg est un P! avec deux points marqués. Il peut donc se contracter et les deux points fusionner en un
point de multiplicité 117 + p2. Cela comprime la sphére Y, en un cercle et les deux jambes Yy, et Yy, se recollent
le long de ce cercle pour former une jambe de longueur 111 + 2. Enfin, le sommet so disparait et les arétes a1 et as

fusionnent en une aréte de longueur 11 + po.

3.6.3. Cas particuliers. — Le th. 3.17 admet un certain nombre de spécialisations sympa-
thiques.
elecas R= Oc.

Par spécialisation au cas R = O¢ et m(a) = p(?), on tire le résultat suivant (I'unicité est
immédiate; l'existence est fournie par le th. 3.17).

Théoréme 3.19. — Si (I, (Y3)ier, (ti,j)(i,j)el,..) est un patron de courbe, il existe un unique
couple (Y, .5), ot Y est une courbe quasi-compacte et .S une triangulation de Y, dont ce soit
le patron.

elecas R = O¢|[T,, a € A

Soit (I, (Yi)s, (4i,5)(i,j)el,..) un patron de courbe, avec I' = (A, S, 1), et soit Y la Oc-
courbe qui lui correspond. On fabrique un patron de R-courbe en changeant a — p(a) en
a +— T,. La R-courbe associée peut étre vue comme une famille de courbes paramétrées par

la boule unité ouverte B4<. La fibre en (p“(“))ae A,, est Y'; toutes les courbes de la famille
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ont la méme fibre spéciale (au marquage prés : P, devient de multiplicité v, (z,) sur la fibre
en (24)aca,); la fibre en (0)4e 4., est une courbe singuliére ayant méme graphe dual que la

fibre spéciale.

elecas R = Ayt

Soit (I, (Yi)s, (4i,5)(i,j)el,..) un patron de courbe, avec I' = (I, I3, 1), et soit Y la Oc-
courbe qui lui correspond. On peut fabriquer un patron de A;,¢-courbe (T, Y3, (Tij)g)el.)
en choisissant des modéles Y’ sur Oy des Y, pour s € S, et en posant :

o ﬁ(}Nfs) = Amf®ﬁ ﬁ’( s),sis €S,

© ﬁ(?a) = Aindl[Ta,515 Ta,5)l/ (Ta,5, Ta,s, — P@),sia € A,
et en choisissant :

Olgs Ainf[[Ts,a,T;(}> 5 Aue[[To, o Ty 1y un relévement de ¢, 4, si (a,s) € I (un
tel relévement est obtenu en choisissant un relévement las(Tsa) € Am[Tu.s, T, 1y de
La,s(Ts,a) € ﬁCHTa Er T >)

Le patron ainsi défini depend du choix des Y et des li,j; la Ajpg-courbe Y qui lui cor-
respond peut étre vue comme une famille de courbes ayant toutes la méme fibre spéciale,
paramétrées par les idéaux premiers fermés de A; :

—lafibreenp =pestY;

- lafibreen p = [a] avec a € mew \ {0} est un modele sur &¢, d'une courbe lisse définie
sur Cy;

~lafibre Y en § = 0 est un modéle sur & ¢« d'une courbe singuli¢re définie sur C, ayant
méme graphe dual que la fibre spéciale de Y';

—la fibre en p = 0 un modéle sur &, d’une courbe lisse sur C”.

On peut dong, en particulier, voir Y comme une famille de courbes interpolant entre Y
et Y/

3.7. Cohomologie de de Rham adoque. — Soit (I, (Y3)i, (¢i,5)(i,j)er, ) un patron de
courbe, avec I' = (I, I, j1), et soit Y la & c-courbe qui lui correspond. On décompose I sous
la forme A, U S habituelle. Si a € A, a pour extrémités s, S2, on note U Touvert de Y*P
constitué de P, et des lieux de lissité de f/;f et 50/;5 . Le tube U, de U s'obtient en recollant
Y, etY,, aY,lelongdeY, s, etY, s,.

Les U, forment un recouvrement de Y, et on peut calculer la cohomologie de de Rham de
Y a la Cech en utilisant ce recouvrement. Si a1, as € A(s),onaU,, NU,, = @ sauf §'il
existe s € S tel que a1, as € A(s), auquel cas Uq, 4, := Uy, NUq, = Y. Onnote C3(Y)
le complexe

C(dR H Q. a — H Q al,ag

ac€A, a1,a2
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Ses groupes d’hypercohomologie sont les groupes H’ (V') de cohomologie de de Rham (lo-
garithmique) de Y. Un 1-cocycle est de la forme

(Wa)a> (far,a2)a1,a2), Wa € Ql(Ua)7 far,az € O(Uay.a5)s
dfal,arz = Way, — Way s fa1,a2 + faz,ag + fa;;,al =0, sia,az,a3 € A(S)

Un 1-cobord est de la forme ((dfy)a, (fas — fa1)ar,az)-

De méme, on définit les Hi, (V%) comme les groupes d’hypercohomologie du complexe

CnR(ve) = [J[ov) — J[ @)

icl (4,5)€I2,c

On choisit a(s) € A(s), pour tout s € S. Cela fournit une application Z}; (V) — Zi; (V%)

envoyant ((Wa)a, (fa1,as)ar,az) SUr ((1:)i, (gi,j)iz) avec ng = wa sia € Ag, ns = We(s) si
s€Set Ya,s = fa,a(s) si (CL, 5) S 12,(:-

Proposition 3.20. — L’application Z}; (Y)) — Z1; (Y*%°) ci-dessus induit un isomorphisme
Hip(Y) = Heg(Y*)
qui ne dépend pas du choix des a(s).

Démonstration. — Si on change a(s) en a/(s), cela modifie le cocycle ((1;)i, (gi,j)i,;) par
le bord de ((f4(s),a'(s))ss (0)a), ce qui montre que le morphisme de la proposition ne dépend
pas du choix des a(s).

Prouvons son injectivité. Si n; = dg; et g; j = g; — gi, et sia € A, a pour extrémités s;
et 5o, alors g, est la restriction a Y,, de la fonction f, sur U, valant g, — fa(s,),q sur Ys, (ces
fonctions se recollent sur les Y, s, car f, a(s) = Ga,s = s — ga)- Alors (wa)a, (far,a2)a1,a2)
est le bord de (f,)q, ce qui prouve l'injectivité.

Passons a la surjectivité. Compte-tenu de l'injectivité et de ce que tout est (dérivé) complet
pour la topologie p-adique, il suffit de vérifier le résultat mod p”, avec r > 0. On choisit r
assez petit pour que Y /p" = (Oc /p") ® VP, Augquel cas, comme H? est sans p-torsion, on
est ramené au méme énoncé pour )C}Sp, ot les deux membres calculent la cohomologie de de

Rham de Y*P vu comme espace de Berkovich et sont donc égaux. O

Remarque 3.21. — Les mémes techniques permettent de prouver que, si on compactifie un
short Y en une 0¢-courbe propre X en recollant des disques D; le long des cercles fantémes
C; a la frontiére, alors on peut calculer la cohomologie de de Rham de X en utilisant le
recouvrement par Y et les D;. On en déduit une suite exacte

0~ H(X) ~ H(V) & [] in(D:) = [] H}a(C) ~ H&(X)
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4. Cohomologie des boules, des jambes et des cercles fantémes

Dans ce chapitre, on définit les symboles ¢-adiques des jambes et des cercles fantdmes. Si
{ # p, ces groupes ont une expression simple (et classique), et on relie (prop. 4.11) les symboles
p-adiques a la cohomologie syntomique en se ramenant aux cas des boules unités ouverte
et fermée. Le lien entre cette cohomologie syntomique et la cohomologie étale p-adique est
exploré dans I'appendice.

4.1. Symboles f-adiques

4.1.1. Fonctionsinversibles. — Le lemme 4.2 et le cor. 4.3 sont parfaitement classiques, mais
la preuve que nous en donnons est une bonne introduction aux méthodes utilisées dans I'ar-
ticle.

On munit BY, [[T]] du frobenius P50 anT™) = 32,50 lan) TP

Lemme 4.1. — Soit @ € 1 + TBZ, [[T]]. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a)u € 14 TAq[T]],
b) 45 € 1+ pTAcs[IT])
c)log % € pTAqis[[T]]-

Démonstration. — L'implication a)=>b) est immédiate ainsi que I'équivalence de b) et c). Il
ne reste donc que b)=-a) a prouver. On peut écrire @ sous la forme & = [ ], (1 +u,, T"), et
on montre, par récurrence que Uy € A ¢ Si

ip =1 [[ Q+wD)™,

i<n—1

I'hypotheése de récurrence permet de montrer que % € 1+ pTAyis[[T])- Or le terme de
degré n est juste —puy, et donc u,, € Agis. O]

Lemme 4.2. — (i) Tout élément u de (Oc[[T,T1) [%])* peut s'écrire, de maniére unique,
sous la forme u = cT*u,u_,aveck € Z,c € C*,uy € 1 +TO[[T)] etu_ € 1+
Tﬁlmc <T71>.

(ii) (v(u),v'(u)) := (vp(c), k) ne dépend pas du choix de I'uniformisante 7'.

Démonstration. — L’unicité d’une telle écriture est claire : si aT*u u_ = bT v, v_ avec

k > /,alors Z; = %Tk_e %, d’ott'on déduit que v_ = u_ (car le membre droite appartient
- +

a 0c([T]] [%] et celui de gauche & 1 + T 'mc (T~ !) et I'intersection de ces deux ensembles

est réduite a {1}), puis que k = £ et @ = b (regarder le terme constant du membre de droite),
et donc uy = vy aussi.

Prouvons l'existence. En utilisant la théorie des polygones de Newton, on prouve que
u=3,cpcnT™ € O[T, T71) [%] est inversible si et seulement si inf,,cz v, (¢, ) est atteint.
Si on note k le minimum des n pour lesquels v, (c;,) est minimum, on peut écrire u sous la
forme ¢, T*ug, avec ug = ZnGZ ayT", avec a, € O¢ pour tout n, ay = 1, a, € mc si
n < 0eta, — 0 quand n — —oo.
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Relevons uo en iy € Auis|[T, T71> (par exemple en posant o = Y ezl a’]T™). Alors
duo = 4L T + f+ + f, ,avec a € Aq, f+ €

TAcis|[T)] et f— € T As(T1).

Ona % € 1+ pAais|[T, T~1) et on peut donc écrire log 2Wo) — p(b+ gy +g_),avec
b€ Aaig g5 € TAai|[T]] et g— € T~ Acie(T1), et on a dgy +°dg, — (£ —1)(a+fr+
f_)% et comme ¢(T') respecte la décomposition en puissances positives et négatives de T,
on en déduit que dg; = (£ —1)f, 7 gL

Posons @iy = exp([ f+ %) € 1 + TBL[[T]]. On a log féi;ﬁ = pg+ € pAuis|[T]].
Il en résulte, grace au lemme 4.1, que 44 € 1 + Ayys[[T]], et done, si up = 0(i4), ona
uy € 1+ TO¢][T]]. De plus, par construction, d“‘) - UZ‘—: =0(a+ fo)4 € Oc(T71)4E,
et doncv = :‘:i € Oc(T™ 1 Siv = ano b, T", 11 suffit alors de poser ¢ = cibg et u_ = ﬁ
pour avoir la factorisation de u cherchée.

Pour prouver le (ii), posons A = O¢[[T, T~ ) et I = mo[[T,T71).Si S € A est tel
que ts : Oc[[S,S™!) — A est un isomorphisme, alors 'image de m¢[[S, S™!) est encore
I et 15 induit un isomorphisme k¢ ((S)) = ko((T)) par passage au quotient modulo 1.
Maintenant, 7 = v, (c) est caractérisé par 'appartenance de p~"u et p’u~' a Aet k est la
valuation T-adique de I'image de p~"u dans k¢ ((T)) ; c’est donc aussi la valuation S-adique

de p~"u dans k¢ ((S)) au vu de 'isomorphisme ci-dessus. Il s'ensuit que (7, k) ne dépend que

de u et pas du choix de 7', comme voulu. O

On rappelle que si Y est une jambe ou un cercle fantdme on définit &'(Y8") comme étant

ﬁ(Y)[%} ;onadonc O(Y&M)** = (Y )**.

Corollaire 4.3. — Si Y est une jambe, avec O(Y) = O¢|[T1, To]]/(ThTe — p"), etsiu €
O(Y#")*, on peut écrire u, de maniére unique, sous la forme u = cTfuyu_,aveck € Z,
ceC* up €14 T1ﬁc[[T1]] etu_ €1+ Tzﬁc[[TgH.

Démonstration. — Ona O(Y&")* C (Oc[[Ty, Ty ) [%D*, ce qui fournit une factorisation
de u sous la forme u = cTFuyu_aveck € Z,c € C*,uy € 1+ ThOc[[T1]] etu_ €
1+ T 'me (T ). Mais

u_=c MRty = us € O(YE)* N (L+ T ' 0c(Tr ) = 1+ ThOc[[To]),
ce qui permet de conclure. O

4.1.2. Symboles. — SiY est un cercle fantdme une jambe ou la boule unité fermée, on pose
Symb, (Y¥") = Z,® O(Y&™)*.

SiY est une jambe ou la boule unité fermée, on définit A, ,,(Y") comme le sous-groupe
de C(Y#™)* des f dont le diviseur est & support fini (ceci est automatique dans le cas de la

boule) et divisible par /™.
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Lemme 4.4. — On a un isomorphisme naturel

Symb, (YE") 5 lim (A, (YE)/(C(YEM)*))

Démonstration. — L'injectivité est une conséquence de ce que, si f € O(YE™)* et si
f = g¢" avec g € C(Y®")*, alors g € O(Y5")* puisque &(Y#") est normal (ou bien
en remarquant que g n’a ni zéro ni péle sur V). Pour la surjectivité soit f = (fn)nen
un élément du membre de droite. Puisque tout diviseur de support fini est principal, il
existe h, € C(Y&")* tel que u,, := foh,*" € O(Y¥)*. Or fri1/fn € (C(YEM)*)E,
donc w41 /u, € (C(Y#")*)!" et en utilisant encore la normalité de &(Y8™) on obtient
Upy1/Un € (O(YE™)*)E", Ainsi (u,,), induit un élément de Z; ® O(Y#™)* s'envoyant sur
(fn)n, ce qui permet de conclure. O

Proposition 4.5. — Si Y est une jambe ou un cercle fantéme, et si £ # p, I'application ré-
sidu V) induit un isomorphisme

Res : Symb, (Y&") — Z,.

Démonstration. — Il ressort du lemme 4.2 et du cor. 4.3 (et de ce que C'* est /-divisible) que
I'on a des isomorphismes

Zg@(Zg@ﬁ(é)*)@ (Z@@ﬁ(é)*) si Y est une jambe,

Ze® O(YE™)* o e ~
‘ ( ) {Zg ®(Ze®@OC(B)*) @ (Zi®@ O (B)**) siY estun cercle fantdme

On conclut en remarquant que 1+ X O [[X]] et 1 + Xmc (X)) sont tous les deux ¢-divisibles

sil # pcarlasérie ) ;- (144) (z — 1)¥ converge dans les deux cas. O

4.2. Régulateur syntomique

4.2.1. Le régulateur. — Si'Y est une jambe (avec O(Y) = O¢|[T1,T3]]/(T1T> — p")), on
pose O(Y) = Auis[[T1, T»)] /(Ty Ty — ") comme aun® 3.3.2. Si Y est un cercle fantdme (avec
OY) = Oc|[T,T1)), on pose O(Y) = Aes[[T,T~1). Si Y est la boule unité ouverte B
(et donc O(Y) = O¢[[T]]), on pose O(Y) = Aqis|[T]], et si Y est la boule unité fermée B
(ie. O(Y) = Oc(T)), on pose O(Y) = Auis(T).

Dans tous les cas :

¢ On dispose d'une surjection O(Y) — O(Y) et on note F10(Y) le noyau.

e On munit & (57) du frobenius ¢, agissant comme on pense sur A, et par 7; — 77 ou
T +— TP suivant les cas.

e On note Ql(f/) le module des différentielles continues de & (}7) relativement a A .
Onadonc QL(Y) = 6(Y) 92 avec Z =T (resp. Z = T)si Y est une jambe (resp. un cercle
fantome), et ona Q1 (Y) = 0(Y)dTsiY = BouY = B.

af

31. Obtenue, par continuité, a partir de f — Resy R
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SiY = B, B, une jambe ou un cercle fantdme, les groupes de cohomologie syntomique
H{ (Y, 1),sontles groupes de cohomologie du complexe (notons que p(F1&(Y)) C pO(Y)

syn

et o(Q1(Y)) C pQ*(Y), ce qui donne un sens %) :

1-2 (1-2)—d

)

Syn(Y,1) := F'O(Y) QY)e oY) QLY) .

Remarquons que, dans tous les cas, un élément de H" est une constante (car tué par d) appar-
tenant a (F1Aq)?~P, et donc

0

HY,(Y,1) = Z,t.
Comme Z,, ® C* = 0, on peut écrire u € Z,, ® O(Y#")* sous la forme [~ (7% u?" ), avec
an € Z(eta, =0siY = B, B)etu, € O(Y)*.Sion choisit un relévement i,, de u,, dans
O(Y)* etsionposea =3 -, p"an et
_ 4T, diiy _1 o(iin)
T=afl ) pEE et y=g) pllog S,
n>0 n>0

alors (x,y) est un 1-cocycle de Syn(Y,1). Comme ,, est bien déterminé a un élément de

1+ F1O(Y) prés, la classe de (z,y) dans Hslyn(Y, 1) ne dépend que de u, et pas du choix des
dv 1 5P > v

Uy, (car (%2, > @(ﬁ)) est le bord de log ¥ qui appartient 3 F10(Y)siv € 1 + F1O(Y)
puisque F'1 A ;s admet des puissances divisées). Elle définit donc une application

log

Sy : Symb, (YE™) 2 Z,® O(YE™)* — Hy, (Y, 1).

syn
4.2.2. Laboule ouverte. — Dans ce cas, 1+ 0 [[T]] est complet pour la topologie p-adique,
et l'application naturelle 1 + TOc[[T]] = Z,® O (égen)* est un isomorphisme. On peut
donc définir § 5 sans passage a la limite : si u € 1+ T'0¢([[T]], on choisit un relévement @
de u dans 1 4+ TAy[[T]] (e 0(@) = u), et alors (L, %log %) définit un 1-cocycle de
Syn(B,1) : on a % € 1+ pTAqs[[T]], et donc 3 log @?2) € Auis[[T]]. Ce cocycle est
le cobord de log @ qui n’appartient & F*A;[[T]] que si v = 1. On a donc construit une

injection naturelle

811+ TOCT)) = HL,(B,1).

syn
Proposition 4.6. — Ona Hsoyn(é, 1) =Zyt, HZ (é, 1) = 0 et § 5 induit un isomorphisme

syn

851+ TOC(T)) S HY\(B,1),

syn
Démonstration. — La nullité de H? résulte de ce que 1 — T?~ 1y est surjectif sur A [[T]
(et méme bijectif, d'inverse 1 + TP~y + (TP~ 1p)% + ---), ce qui implique que 1 — % :

Ol (é) — Q! (é) est surjectif.
Maintenant, on a
Syn(é7 1) = Syn(é7 nHtedcs,
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ol
o 5 d1-% 3 5 (1-2)-d 3
Syn(B,1)* = F1o(B), QL (B) @ 6(B)g Ql(B)
avec ﬁ(é)o = TAui[[T]], et
06 = [ FlAcris j> Acris —0 ]

Ona H(CS) = Z,t, HY(CY) = O et HO(Syn(é, 1)) = 0. Pour conclure, il suffit donc
de prouver que l'injection 05 : 1 4+ T'O¢[[T]] — Hl(Syn(é, 1)T) est une surjection. Soit
donc (z,y) un 1-cocycle de Syn(é DF,avecz = (Y50 2nT™)dT, y = 3,51 Yn T Soit
f=2 £2=1 T de telle sorte que f € TBZ, [[T]] vérifie df = =, et soit & = exp f €
1+ TB;S[[ || L s'agit de prouver quen fait & € 1+ T'Acis[[T]] car alors (z,y) = 0.5(6(a)).

Or (1-— %)f = y car les deux membres ont méme terme constant (i.e. 0) et méme diffé-

rentielle puisque
(1= 2)f) = (1-2)-df = (1 - £)a = dy,

et donc (f) — pf = py € pTAuis|[T]] et “‘}E;‘) € 14 pT'Acis[[T]], ce qui permet d'utiliser
le lemme 4.1 pour conclure. O

4.2.3. Laboule fermée. — Soit B la boule fermée. Alors
2, 0(B¥)* =7, (14 Tmc(T)).
Soit Myis = { € Acs, 0(2) € me}.

Proposition 4.7. — H2 (B,1) = Zyt, H2 (B,1) = 0 et § 5 induit un isomorphisme

syn syn

0p 1 Z,® O(BEY)™* = HL (B, 1),

syn
sip > 2(sip = 2, §p est presque un isomorphisme (32)),

Démonstration. — Le calcul de H? a déja été fait. Pour prouver la nullité de H?, il suffit de
montrer que T*dT" € (1 — ¢/p)Q*(B) 4+ d0(B) pour tout k. En écrivant k 4+ 1 = pin avec
n premier a p et en posant f, = TTTL, ona
i—1
THAT = df, + (1 — @/p)w, w:=—> (o/p)(dfn).

Jj=0
L'injectivité de 0 g se démontre comme pour la boule ouverte. La surjectivité est nettement
plus délicate et demande quelques préliminaires, qui seront aussi utilisés dans le chapitre 5.

Lemme 4.8. — Soient (ay,)n>0 et (by)n>0 deux suites dans A5, qui tendent vers 0 et telles
que b, = ¢©"(ag) + pp" " *(a1) + ... + p"a, pour tout n. Alors 0y(by,)/p" ! € O pour
tout n et lim,, o 0o (by,)/p" T = 0.

32. Cela veut dire que § B est injectif et son conoyau est tué par 2.
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Démonstration. — Ona Agis = O @ Ker 0 et cette décomposition est p-équivariante. En
appliquant 6 a I'égalité

bn+s = @S(bn) +pn+1§0571(an+1) + ... +pn+san+s
et en passant a la limite pour s — oo, on obtient

B0(b)) 2 nE (5+ vy(Bo(an)),
ce qui permet de conclure puisque limy_, oo v, (8o (ag)) = oo. O
Lemme 4.9. — Sip > 2 et a € ker(6)), il existe z € TF' Ay (T) tel que
exp (z + Zp_egoz(a)Tpl) €1+ Tmys(T).
>0

Sia € p" ker(fy) on peut choisir un tel z dans p™N TF1 A 4;(T).

~k
Démonstration. — Puisque A = Ainf[%!]/\, il existe une suite x;, € A, tendant vers 0

~k _ ~
telle que a = Zkzo x5 . Notons a; = Ziz(l) xy L7 et az = a — ap. Puisque fy(a) = 0, on
azg € W(mes)etdonca; € W(mes ) aussi. En écrivant a; = Y, p*[bx] avec by, € me,
on obtient

_ ‘ k

exp (Y p 70" (@)1") = [T exppu(bu] 7)€ 14 Tmass(T),
£>0 k>0

puisque I'exponentielle d’Artin-Hasse

expau(X) = exp(Y_p~'X"")

i>0
appartient a 1 + X7Z,[[X]].
Il suffit donc de démontrer le résultat pour ag. La relation p(p) = pP et l'inéga-
2 4
lité vp((p klf)!) = k% > pt, valable pour k > pet ¢ > 1, montrent que la série

Eezl p_egoé(ag)sz converge dans pAy;s(T) et, puisque p > 2, son exponentielle est
dans 1 + Tmq(T). 11 reste donc & montrer 'existence de 2 € TF!A i (T) tel que

exp(z + a2T) € 1+ Tmy(T). Il suffit de poser z = — EkZp xk#T et de noter que

ztaT =3, a:kpk—]:T € pAqis(T). O

Remarque 4.10. — Pour p = 2, la preuve ci-dessus tombe en défaut mais reste valable si on
remplace a par 2a.

Revenons a la preuve de la surjectivité. Soit (x,y) un 1-cocycle de Syn(B,1)", avec z =
(ano an”)dT ety = 2@1 ynT™. En décomposant n sous la forme n = p'j, avec
(4,p) = 1, on peut écrire

v= Y 0y, y= 3 pl,

(4,p)=1 (J,p)=1
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avec ¢(j) — +oo quand j — oo et

bj =Y bi ;TP T € Aio(T)AT, a; = a; ;T € Ao(T).
i>0 >0

bii rript
fi=2_ T

i>0

Soit

Il suffit de montrer l'existence de z; € TF!'Ag(T) qui tendent vers O et tels que
i; = exp(z; + fj) € 1+ TBE,[[T]] appartienne & 1 + T'my,(T), car alors (z,y) =

0p(IT; 0(a;)7"") dans HL, (B, 1).
Larelation (1 — £)x = dy se traduit par by ; = ao; et b;; = ¢(bi—1,5) +pla;jsii > 1.
On a alors
bij = ¢'(a0) +pe" " (ar;) + - +p'ai .

Cela montre d'une part que

£=3" 0 et (an )T

k>0 >0

et d’autre part (lemme 4.8) que Y .-, Ho(bi,j)p’iiji converge dans pO(T'), donc son ex-
ponentielle appartient a 1 + TmcrisZT> (si p = 2, il faut multiplier x et y par 2 pour assurer
cette appartenance). En utilisant la décomposition -équivariante Ay = O & @ Kerfp on
peut ainsi se ramener au cas a; ; € ker(6y) pour tous ¢, j. Comme aj ; — 0 dans Ker 6,
(i.e. p-adiquement), il suffit d’appliquer le lemme 4.9 pour conclure. O

4.2.4. Jambes et cercles fantémes. — Soit Y une jambe ou un cercle fantéme (i.e. O(Y) =

Oc|[Ty, To)) /(W Ty — p") ou O[Ty, T 1))

Proposition 4.11. — HY (V,1) = Z,t et dy : Symb (V&) — Hslyn(Y, 1) est un isomor-

syn
phisme, si p > 2 (et presque un isomorphisme si p = 2).

Démonstration. — Il ressort du lemme 4.2 et du cor. 4.3 (et de ce que C* est p-divisible) que
I'on a des isomorphismes

Zp®(Zp®ﬁ(é)*)@ (Zp@)ﬁ(é)*) si Y est une jambe,

Z,® O0(Y&")* = o -
P =) {ZP@ (Z,2 O(B)*) ® (2, ® O(B)**) siY estun cercle fantéme.

Le complexe Syn(Y, 1) se décompose pareillement (en regardant le signe des puissances de
T) sous la forme

Syn(é, Nt e Syn(é, 1)T @& C} siY est une jambe,

Syn }/,]. = o
yn(¥>1) {Syn(B, 1)T @ Syn(B,1)" @& C? siY est un cercle fantdme,

ot C} est le complexe

(0,1-%

2 (1-£)~(0)
[ FlAcris E—— Acris r

L & Acris > A

dly dTy ]
T:

cris T -
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Ona HY(CY) = Zytet HY(C}) = Z, dTl (car go(dTl ) = pdgl ). Cela permet de déduire le
résultat de ceux pour les boules (prop 4 6 pour la boule ouverte et prop. 4.7 pour la boule

fermée). O

Remarque 4.12. — SiY est la boule ouverte ou une jambe, la relation entre les H, Syn(Y, 1)et

les H:.(Y,Z,(1)) est analysée dans 'appendice.

4.3. Dégénérescence de couronnes. — Les résultats de ce § et du suivant seront utilisés dans
le chap. 6 pour les preuves de la prop. 6.12 et celle du th. 6.21 (via le lemme 6.19).

Soit Y une jambe, avec O(Y) = O¢[[T1,T3]]/(T1T> — p") et soient Cy, Cs les cercles
fantomes aux extrémités de Y, avec 0(C;) = Oc[[T;, T; ') sii = 1,2.

4.3.1. Dégénérescence géométrique. — Soit Y*° la couronne singuliére O(Y>*°) =
Oc|[T1,Tz]]/(TiTs). Les cercles fantémes aux extrémités de Y°° sont encore C et Cs. Si
Z =Y,Y>,C; ondéfinit Q' (Z) comme le module 0'(Z) % dTl (aveclarelation dT2 =40 )
Soit 2°*(Z) le complexe

Q(2)=(0(2) - Q'(2)).

Notons que tout élément de &(Y>°) ou €(Y) peut s'écrire, de maniére unique, sous la
forme ag+ Y51 an T+ >, < by T5'. De méme, tout élément de Q' (Y>°) ou Q*(Y) peut
s'écrire, de maniére unique, sous la forme (a0+> 51 an T+, bnT5) %. Cela fournit
un isomorphisme naturel de complexes Q°(Y>°) = Q°*(Y).

Le probléeme que nous allons rencontrer est que cet isomorphisme ne commute pas aux

fleches naturelles vers 2°(C; ). Pour remédier a ce probléme, on introduit le quotient Q° (C;)
de °(C;) défini par :

Q°(C) = Q*(C) /(T 0T — AT Oc(T))).

(Le complexe T, ' Oc(TY) — d(T;7 10 (T;1)) est acyclique et donc Q°(C;) est quasi-
isomorphe a Q°*(C;).)

Lemme 4.13. — Sip™r > 1,1e diagramme suivant commute & pN—1 prés:

Q*(Y>) —=0°(C))

! H

2 (v) —0°(Cy)

Démonstration. — On peut supposer que i = 1. Alors T]* € (Y *°), pour n > 0, s'envoie
sur 77", que ce soit par O(Y>°) — €(C}) oupar 6(Y>®°) — O(Y) — O(Cy). Quant a T,
pour n > 1, il s'envoie sur 0 par 0(Y*°) — O(C}) et sur p™" 1] " par O(Y>*°) = O(Y) —
0(C4), et donc sur 0 si on quotiente par T} O (T, ).

De méme, 17" g &L, pour n > 0, s'envoie sur 77" dT1 par les deux chemins. Par contre,
s dgl, pour n > 1, s'envoie sur 0 par Ql(YC’o) H Ql(C’l) et sur p"" T, " dTl par

QYY) = QYY) — QY(Cy). Or p™ Ty ™ d;} = —d(2— T1 "), et on vérifie (il sufﬁt de
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12 Z,, pour tout n > 1,si pNr > 1, et donc prlTQTl@

considérer n = p*) que p™V—

n T
s'envoie sur 0 si on quotiente par d(T} ' Oc (T 1)). O
4.3.2. Dégénérescence arithmétique. — On pose

O(Y) = Aui|[T1. D)) /(TNT2 — 7)) et O(Y) = O[Ty, Ta))/(Th T).
Ona
OY)=00c®n, OF) et OF)=0xan, OF).

Si 1 est 33) un entier > 0, etsii = 1,2, on définit &(C;)PPn et O(C;)PP» comme les
(34)

cris

complétés p-adiques

~ _ k A-
O(C)™P" = (Aail[Ti, Ty ey k €NJ)™

o _ k A-
OGO = (Opl[T T s & € N))™
On définit les modules Q*(C;)PP et Q1(C;)PP» comme les modules des différentielles
continues sur A et O respectivement, et on définit les complexes

QT=YC) = (O(C)PPr — QYC)ERs),  QTSYH(Ch) = (0(Ch)PPr — QH(Cy)EPn),

Ces complexes calculent la cohomologie de de Rham de C; et C; (a p" prés), mais comme
ci-dessus, nous aurons besoin d'un quotient quasi-isomorphe. Si Z = C;, C;, et si Az = Ay

siZzéietAZ:ﬁésiZ:éi,onpose:

Q7 (2) = @) /(T AT = d(T AL (TTY)).
Lemme 4.14. — Si p"r > 1, le diagramme suivant commute a p™¥ prés :
(V) — 075Gy
(V) — 075Gy
Démonstration. — La preuve est la méme que celle du lemme 4.13 a la petite différence

prés qu'il faut utiliser 'appartenance de pN % & Acgs, st pVr > 1 (cela résulte de ce que
ﬁp € pAcris)- O

33. Nous n’aurons besoin que de h = 0 dans cet article sauf dans le n° 6.3.5 pour passer du complexe définissant
la cohomologie de Hyodo-Kato a un complexe quasi-isomorphe sur lequel I'isomorphisme de Hyodo-Kato devient
transparent.

34. PDy, référe a "puissances divisées partielles de niveau h”; si b = 0, on obtient les puissances divisées standard.
Le U et ses puissances divisées n’ont d’intérét que dans une situation ot le cercle fantéme est 'intersection d'une
jambe Y et d'un short Y, et on veut mettre un frobenius sur le complexe de de Rham, ce qui demande de travailler
dansY x Y etde prendre un PDj, -voisinage de l'intersection ; le lemme de Poincaré permet de montrer que rajouter
U ne change pas la cohomologie de de Rham de Cy,aph prés.
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5. Cohomologie des shorts

Dans ce chapitre, le plus technique de 'article, on calcule la cohomologie des affinoides
ayant bonne réduction : on exprime la cohomologie étale /-adique en termes de symboles
(cor.5.5), et on en déduit, si £ # p, une expression de cette cohomologie étale en termes de
la jacobienne de la réduction (prop. 5.10, résultat parfaitement classique). Dans le cas £ = p,
on relie les symboles a la cohomologie syntomique via un régulateur syntomique (n° 5.2.2)
et on prouve un dévissage de la cohomologie étale faisant intervenir la cohomologie de de
Rham séparée (cor. 5.22). Enfin, dans le cas des petits shorts, on prouve que le régulateur
syntomique est un isomorphisme (th. 5.34), ce qui nous permettra d’étendre les résultats au
cas de mauvaise réduction dans le chapitre suivant.

5.1. Cohomologie étale des courbes quasi-compactes

Soit Y une courbe quasi-compacte définie sur C'. Rappelons que cela signifie que Y est lisse,
irréductible, et que Y est propre ou affinoide. Soit C'(Y") le corps des fonctions méromorphes
sur Y.

5.1.1. Groupe de Picard. — Soit Div(Y") le Z-module libre de base Y (C). Soit Pic(Y") le
quotient de Div(Y") par le sous-Z-module des Div(f), pour f € Frac(0'(Y)).Si D € Div(Y),
et si les U; forment un recouvrement de Y par des affinoides, tels que D = Div(f;) sur U;,
alors f;; = fi/f; € OU; NU;)* etles f; ; définissent un élément [D] de H' (Y, 0*)
qui ne dépend que de D, et I'application D + [D] induit un isomorphisme de Pic(Y") sur
HY(Y,0%).

Soit X une compactification de Y par recollement de disques ouverts D; le long des él¢é-
ments Cj, ..., C, de 3*Y (si Y est propre, alors 9*1Y = @ et X = Y/, bien sir). Alors X
est 'analytification d'une courbe algébrique propre, encore notée X.

Choisissons Py € X(C') (si Y n’est pas compact, on prend pour Py le centre de D).
Soient .J la jacobienne de la courbe algébrique X (le groupe J(C) est alors naturellement un
groupe de Lie sur C), 1 : X — J le plongement envoyant P sur la classe de P — Py, et H le
sous-groupe de J(C') engendré par les t(D;).

Si Y est propre, I'application }_,npP — (3 pnpi(P),Y.pnp) induit un isomor-
phisme Pic(Y) = (J(C') X Z);si Y n’est pas propre, on a le résultat suivant :

Proposition 5.1. — (van der Put [48]) Si Y n’est pas propre, l'application >, npP
> pnpt(P) induit un isomorphisme J(C)/H = Pic(Y).

Remarque 5.2. — Supposons Y non propre (et donc Y est un affinoide).

(i) H est un sous-groupe ouvert de .J(C'), cf. [48].

(ii) Si C = C,, alors J(C)/H est un groupe de torsion (cf. [6, th.4.1] ou [12, th.3] pour
une preuve plus élémentaire); il en est donc de méme de Pic(Y).

(iii) Pic(Y) est p-divisible (puisque J(C) lest). Puisque H%(Y,G,,) = 0 (cf. [4,
lemma 6.1.2]), la suite de Kummer montre que H>(Y, m,) =0 (voir aussi [4, cor. 6.1.3]).
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5.1.2. La suite de Kummer. — Si ¢ est un nombre premier, et si M = Z/0",Z;,Qy, les
groupes de cohomologie étale H,(Y, M (1)) sont, par définition, reliés par :

Ho (Y, Q1) = Q @ Ho (Y. Zo(1)),  He(Y,Z(1)) = lim Hy (Y, Z/€7(1)).
La suite exacte 0 — Z/¢"(1) = G,;, = Gy, — 0 induit la suite exacte de Kummer :
0— (Z/(")® OY)* — HL(Y,Z/0"(1)) — Pic(Y)[("] — 0.
En prenant une limite projective sur n, puis en inversant ¢, on obtient les suites exactes :
0 — ZRO(Y)* — HL(Y,Zy(1)) — Ty(Pic(Y)) — 0,
0= QRO(Y)* = Hy(Y, Q1)) = Vi(Pic(Y)) = 0.

Remarque 5.3. — Les Z;-modules Z;®@0(Y)* et T;(Pic(Y)) sont sans torsion et com-

plets pour la topologie ¢-adique; il en est donc de méme de HZ (Y, Z,(1)). 1l s'ensuit que
HL(Y,Qu(1)) est un Qg-banach dont la boule unité est H} (Y, Z,(1)).

5.1.3. Description de la cohomologie étale en termes de symboles. — Soit Ay ,,(Y") le groupe
A (Y)={f e CY)*, Div(f) € ("Div(Y)}.

Si f € Ap,(Y), on associe a f sa classe de Kummer c,,(f) dans HL(Y,Z/¢"(1)) (comme
Div(f) € £"Div(Y'), I'algébre obtenue en rajoutant f/¢" est étale sur 0'(Y)).

Lemme 5.4. — ¢, induit un isomorphisme :
A (Y)/(CY)*)" = HY(Y,Z/0(1)).
Démonstration. — L’application f — ¢~"Div(f) induit une suite exacte
0= OY)*/(OY))" = Apn(YV)/(C(Y)*)" — Pic(Y)[¢"] — 0.
On en déduit le diagramme commutatif suivant dans lequel les lignes sont exactes

0—=OY)*/(OY))" —= Aeu(Y)/(C(Y)*)" —— Pic(Y)[("] —0

| J- Jo-io

0—= 0 /(O(Y))" —— Hy(Y,Z/t"(1)) —— H'(Y,Gpn)[("] —= 0
et on conclut grace au lemme des 5. O
Posons
Ap oY) = {(tn, vn)nen, tn € Apn(Y), Upg1 = unvfbn, v, € C(Y)*}

AK,OO(Y)triV = {( n 7fn+1/fn)n€Nv fn € O( ) } - AK,OO(Y)v

et définissons le groupe des symboles ¢-adiques par
Symb, (V) = Ay oo (V) /Apoo(Y)™.

Remarquons que &(Y)** < Symb,(Y') (par u — (un, vy )y, avec u, = u et v, = 1 pour
tout n).
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Corollaire 5.5. — On a un isomorphisme naturel
Symb,(V) & HA(Y, Z(1).

Démonstration. — Il suffit de prouver la bijectivité de I'application naturelle Symb,(Y") —
lim Apn(Y)/(C(Y)*)!". La surjectivité est évidente, et si (Un, Upn)nen € Ar0o(Y) a une
image nulle, on peut écrire u, = ff;n avec f, € C(Y)*, et donc fﬁ+1/fn = (,vy, avec
Cn € pgn. Il existe 1, € fuon tels que nf‘lJrlCn = 1),, pour tout 7, et en posant g, = N, fr, on
aunzgﬁn etvn:gf'l+1/gn. O

5.1.4. Le cas des shorts. — Soit X une courbe propre et lisse sur O, et soit J := Pic’ (X)
la jacobienne de X. Alors J est un schéma abélien sur O¢ et on dispose d'un morphisme
de Oc-schéma X x X — J envoyant (P, Q) sur la classe du diviseur Q — P (on note
(P,Q) — @ — P ce morphisme ainsi que les applications qui s’en déduisent sur les fibres
génériques et spéciales).

L'injection naturelle J(O¢) — J(C) est un isomorphisme, ce qui fournit une fleche de
réduction J(C') — J(kc) que l'on note P — P (on note de méme la réduction X (C) —
X (kc)) et dont on note J(C)g le noyau (c’est un sous-groupe de Lie de J(C') car Q — P =
Q — Pet J(C)g est ouvert dans .J(C)).

Lemme 5.6. — Si P € X(k¢), le sous-groupe de J(C') engendré par les Q1 — @2, pour
Q1,Q2 €]P[ est J(C)o.

Démonstration. — Soit g le genre de X. Il n'y a rien & prouver si g = 0; on peut donc
supposer g > 1.Si Q1,Q2 €]P,ona Q) = Q2 = Petdonc Q1 — Q2 € J(C)o, ce qui
prouve une des deux inclusions.

Pour prouver l'autre, fixons P €] P et soit d > 2g + 1. Alors 3y : X% — .J définie par
Ya(Q1,.-.,Qq) = Z?Zl(Qi — P) fait de X%/S,; une fibration en P?~9 au-dessus de .J.
1l existe un ouvert de Zariski U de J, contenant la section nulle 0 € J(&¢), tel que cette
fibration soit triviale sur U, ce qui fournit une section s : U — X d /Sq prenant la valeur
(P,...,P)en 0. Alors U(0¢) contient J(C)g et s(J(C)g) est contenue dans | P[%, ce qui
montre que tout élément de .J(C)g est la somme d’au plus d éléments de la forme Q — P,
avec Q €]P[. D'ou le résultat. O

Soit Y un Oc-short obtenu en enlevant a X les tubes de points Qo, ..., @, € X(k¢),
deux & deux distincts, et soit Y'8" I'affinoide qui est la fibre générique de Y. Les (); sont en
bijection naturelle avec les éléments de 9*1Y".

Soit H (kc¢) le sous-groupe de J (k) engendré par les (); — Q. Il résulte du lemme 5.6 et
de la prop. 5.1 que

Corollaire 5.7. — Pic(Y®") = J(k¢)/H (kc).
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Remarque 5.8. — En combinant le cor. 5.7 et le calcul standard du groupe de Picard de X*P\
{Qo, ..., @} on en déduit un isomorphisme

Pic(Y#") = Pic(Y),

oY = Spec(0(Y) T ®e. kc) estlaréduction canonique de Y. Ce résultat est un cas particu-
lier d'un théoréme de Gerritzen [26] et Heinrich-van der Put [31] dans le cas d'une valuation
discréte.

Remarque 5.9. — (i) On a un isomorphisme (35)

OYE)*/C*OY)™ = O(Y®)" [k,

la fléche envoyant u € &' (Y&")* sur la réduction @ de p~"u, avec r = vy (u).
(ii) On a une suite exacte

0 — O(Y®)* k& — Ker(0* : Z"Y - Z) — H(ko) — 0,

ot 9* : ZY 5 Z envoie (ni)i sur >, n;, lapplication de €(Y*?)*/k? dans 79" ost
f = (v, (f))i et celle de Ker (9% : Z7Y — Z) dans H (k) est (1n;); = 3, niQi.

On dispose d'une application résidu Symb,(Y&") — Z?ady définie comme la composée
de la restriction Symb,(Y#™") — Symb,(0*Y) et de I'application résidu sur chacun des
disque fantémes de Y. En combinant avec l'isomorphisme du cor. 5.5, cela fournit une
application résidu HZ (Y8, Z,(1)) — Z?ady.

Proposition 5.10. — (i) Si ¢ # p, 'application résidu induit une suite exacte
1 en * oy
0 — TyJ (k) — HL(Y®",Zy(1)) — Ker(8* : Z) ¥ — Z;) — 0.
(ii) Si £ = p, l'application résidu induit une suite exacte

0 — T,J(ke) — Hy(Ye™,Z,(1))/(Z, ® O(Y)**) — Ker(9* : zg“‘y —Zp) — 0.

Démonstration. — On a une suite exacte (car la multiplication par " est surjective sur

J(kc))
0— TgJ(kc) — Tg(](kjc)/H(kc)) —Zy ® H(k‘c) — 0

Le diagramme suivant est alors commutatif & lignes et colonnes exactes :

35. Notons que O (Y8")** = 0(Y)**.
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0 0
| }
Ker ———— > TyJ (kc)

¢ i
)

1y gen
0 — Z, ® O(Y)* R To(J(ke)/H(ke)) —
H v i
0—>Z;®O(YP)* —Ker(0*: 27"Y - Z)) —=Z,® H(kc) —0
0 0

e Pour prouver la commutativité, fixons Py €|Qo] et notons ¢ : X — J l'application
P+ P — Py (Clest la restriction a { Py} x X de l'application considérée plus haut) que
I'on étend par additivité a Div(X). On note 7 : Div(X) — J(k¢) la composée de ¢ et de la
réduction.

On utilise la description de HL(Y#" Z,(1) en termes de symboles (cor.5.5). Soit
donc (Upn,vn)n € Apoo(Y). La fleche de HL(Y®™ Zy(1)) — Z; ® H(kc) passant par
Ty(J(kc)/H(kc)) envoie (Un,Vn)n sur lim, o 7(Div(uy,)), ott Div(uy,) est le diviseur
de u,, sur Y (z(Div(uy,)) est aussi I'image ¢(Div(u,)) dans J(k¢c) du diviseur de 1, vue
comme fonction sur Y*F). L'autre fléche envoie (uy,, vy ), sur — lim, o0 >, v, (W) 1(Q;)-
La différence entre les termes généraux des deux suites est ¢(Div(%,,)) o, cette fois-ci, U, est
vue comme une fonction sur X*P; cette différence est donc nulle dans J(k¢) puisque c’est
I'image d'un diviseur principal sur X*P.

e La premiére ligne est obtenue en quotientant les deux premiers termes de la suite de
Kummer par Z; ® O(Y)** et en utilisant le (i) de la rem. 5.9.

e La seconde ligne est obtenue en tensorisant par Z, la suite du (ii) de la rem. 5.9.

e La seconde colonne verticale est la suite exacte ci-dessus.

Le résultat s'en déduit en utilisant le fait que Z, ® &(Y)** = 0si £ # p. O
Remarque 5.11. — (i) &(Y)** n’est pas p-adiquement complet et il s'injecte strictement dans
Z,20(Y)**

(i) Si £ # p, alors rngTgJ(kc) = 2g, mais si { = p, alors rgszpJ(kc) est égal a la
dimension du sous-espace de pente 0 du module de Dieudonné de J(k¢) et peut prendre les
valeurs 0,1,...,g.

5.2. Cohomologie syntomique

5.2.1. Lien avec le complexe de de Rham. — Soit Y un short sur O, et soit Y un modéle
sur 0. On choisit un frobenius ¢ sur &'(Y'), et on note encore ¢ son extension a

OY) = Auis® 0, 0(Y)
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Les H! (Y, 1), sont les groupes de cohomologie du complexe

syn

d1-£ - . (1-2)-d
Q(Y)a oY)

Syn(Y,1) := F'O(Y) QLUY) ,

ou F1O(Y) =Ker(O(Y) = O(Y)).
On note C(;R(?) le complexe o) oo (Y) et H&R()N/) ses groupes de cohomolo-

gie. Comme on ne peut pas diviser ¢ par p sur tout A, on introduit & (}7)’ =0 (}7) + (1 —

£)0(Y) (alors M := 6(Y)'/O(Y) est tué par p), et Cap (V) = (O(Y)' —4s04Y)).

On a alors une suite exacte
1—¢

0= Syn(Y;1) = [ O3 (Y) —2> C3%(Y) | = (O(Y) = M — 0) — 0.

En passant 4 la suite de cohomologie, et en utilisant le fait que 1 — £ est une surjection de
H° (C(;R(T/)) = A sur H°(C3y (Y)), cela fournit des suites exactes

0 — Zyt — APZP — Ker[0(Y) = M] — HL (V) = HR(Y)¥=P = 0,

Cris syn

(5.12) 0 — Ker[0(Y)/Oc — M) — H}_(Y) = H}(Y)?=P — 0.

syn
Remarquons que, M étant de p-torsion, Ker[0(Y)/Oc — M] est p-isomorphed 0 (Y)/Oc.
5.2.2. Régulateur syntomique. — On rappelle que
Ay n(YE™) = {f € C(YE™)*, Div(f) € p"Div(Y®™)}.

Lemme 5.13. — Soitu € A, ,,(Y#").

(i) I existe ug € C(Y)*, v € O(Y)*, tels que u = ugva?”, avec a € C(YE")*,

(ii) Il existe u; € C(Y)* tel que ug = uib?", avec b € C(Y)*, et tel que les diviseurs de
ug et u; sur la fibre spéciale soient étrangers.

Démonstration. — On fixe une compactiﬁcation X de Y, et on note J la jacobienne de X.
Onnote Py, ..., P, les éléments de X(kc) \ Y (k¢) et on fixe un relévement P; € X (C) de
P;. On envoie X dans J par P s (P — B,). Le cor. 5.7 montre que Pic(Y8™) est le quotient
de J(kc¢) par le sous-groupe engendré par P, ..., P..

Soit u € A, ,,(Y8"); écrivons Div(u) sous la forme p"D, avec D € Div(Y&"). Soit
D e Div(Y (k¢)) l'image de D, et soit Dy € Div(Y (k¢)) ayant méme image que D dans
J(kc) (on peut choisir Dy étranger a tout ensemble fini S donné; en particulier, on peut
trouver deux tels choix étrangers I'un a 'autre). Choisissons un relévement lu)o de Dy dans
Div(Y(C)). Par construction D — Dy a pour image 0 dans .J(kc) et (lemme 5.6) on peut
trouver Q1, ..., Qq €] Py[ tels que D — Dy — Zle (Qi — Py) = 0 dans J(C). 1l existe donc
N € Ztel que D — Dy — 2?21 Qi — NP, = Div(a), aveca € C(Y®")*. Alors ua™?" a
comme diviseur p" Dy sur Y. Il s'ensuit que p"Dy = n1 Py + - + n, P dans J(k¢), et il
existe Ry, ..., Ry €]P[(C) tels que

p"Do — (mPy+ - +n.P) — (R, + -+ Rq) + NPy = Div(up),
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avec ug € C(X)*. Mais alors v := ua ?"ug! € O(Y#")* et, quitte & multiplier a par
« € C*, on peut s'arranger pour que v € O'(Y)*.

Ceci démontre le (i). Pour prouver le (i), on part de D; étranger & Dy, ayant méme image
que Do dans J (k¢), et on reléve Dy en D; dans Div(Y). Il existe alors Q1 . . ., Qq €] P[(C)
et N € Z, tels que Dy — Dy — (Q1 + - - - + Qq) + N Py = Div(b), avec b € C(Y8™)*, Mais

7 . . . .
alors u; = upb™" a pour diviseur p™” D sur Y. Ceci permet de conclure. O

On rappelle que
Symbp(ygen) = {u = (un)nen, un € Apn(Y"), Uny1/un = Ugn}/{(aﬁn)neN}'

Soit u = (Up)nen € Symbp(Ygen). On écrit u,, sous la forme unyoaﬁn v, comme ci-dessus,
et on choisit des relévements 7,, € ﬁ(f/) de v, eta, € Fr(ﬁ(?)) de ay, et on pose U, =
unyodfln U, On pose 6y, (Uy,) = (r?—:, % log %p")) modulo p™.
Lemme 5.14. — (i) 6,,(uy) est un 1-cocycle de Syn(Y, 1) modulo p™.

(i) Les 8y, (u,,) convergent vers un 1-cocycle dy (u) de Syn(Y, 1) dont la classe dans
H} (Y,1) ne dépend que de u.

syn
Démonstration. — Soient z,, = @: et y, = %log % de telle sorte que &, (u,) =
(Zn, yn) modulo p™. On a (1 — %)xn = dyy, et donc cette relation est a fortiori vérifiée
modulo p™.

De plus, si on prend deux écritures u,, = un,oaﬁ" T unﬁl(anbn)pn Un, AVEC Uy o et
Up,,1 de diviseurs étrangers, on a ,, = iuﬂi"f + de: = % + dviﬂ" modulo p™, et comme les

diviseurs de uy, o et u,, 1 sont étrangers, cela montre que x,, est holomorphe (i.e. 2, € QYY)
modulo p™). Le méme argument montre que y,, € & (}7) modulo p™, ce qui prouve le (i).

La convergence de la suite de terme général 4, (uy,) vient de ce que 0,41 (Un+1) = O (Up)
modulo p™ car Uy 41/uy, est une puissance p”-iéme. Si on note §(u) = (z,y) la limite, alors
(1— %)x = dy par passage a la limite, et donc §(u) est un 1-cocycle de Syn(Y, 1). Ce 1-cocycle
est uniquement déterminé au choix prés des ¥,,, et donc est bien déterminé a addition prés
du cobord limite des log(v,,/?],) si 0, et U}, sont deux relévements de v,,. La classe de d(u)

dans Hslyn (Y,1) ne dépend donc que de u, ce qui prouve le (ii). O

Le régulateur syntomique est I'application

dy : Symb (V&) — H} (Y, 1)

syn
dont I'existence découle du lemme 5.14. On peut composer dy avec la fleche Hslyn(Y, 1) —
H(}R(f/)“’:p de (5.12).
Lemme 5.15. — Siu € O(Y)** I'image de 6y (u) dans H&R(?)“’:p est de torsion.
Démonstration. — Si & € O(Y)** vérifie 6(ii) = u, alors log @ converge dans ﬁ(?)[%] et
Sy (u) est le bord de log @ et donc est tué par p si pN loga € O(Y). O
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5.3. Symboles et formes différentielles. — Soient Y un short sur Oz Y = Y R, O¢ et
Y& la fibre générique de Y. Soit Y = Spec(€(Y) ®¢, kc) la fibre spéciale (classique)
de Y, un kc-schéma lisse irréductible s'identifiant a la fibre spéciale de Y. On note Q; =

in, W (ke) et Q%—, = Q%—, Jko les faisceaux des différentielles de Y et ¥ (sur V).
5.3.1. Formes différentielles et opérateur de Cartier. — On choisit un relévement ¢ : Y -

Y du frobenius absolu de Y. 1l induit, par fonctorialité, un morphisme ¢ : Q%u, — Q%“/’
dont I'image est contenue dans pQ;u,. Comme Q%u, est sans p-torsion, cela permet de définir
un endomorphisme F' = ¢/p : Q%v, — Q%/ et un calcul immédiat montre que la composée de
la réduction F : Q%—, — Q%—, modulo p de F’ et de la projection naturelle Q%—, — Q%—//dﬁ’y est

V'opérateur de Cartier C~! : 0}, — . /d0%, qui est un isomorphisme puisque Y est lisse.

Onnote C : . /d0y — QF I'inverse de C~!, c’est donc un endomorphisme de €5, nul sur
doy.

Considérons la suite (B),),>1 de sous-faisceaux de Q%—, définie par By = d0y et By y1 =
B+ F"(B;) etsalimite Boo = U, B, =), -, F""(B1). Le lemme ci-dessous est la combi-
naison d’un cas particulier d'un résultat de Raynaud et de la théorie classique de I'opérateur
de Cartier; c’est la clé des résultats de ce paragraphe.

Lemme 5.16. — On a une décomposition en somme directe de faisceaux
QF = B @ (ke ®5, (Q3)91),
ainsi qu'un isomorphisme de faisceaux
dlog: 03 /(0%)P = (Q%—,)czl.

Démonstration. — Par définition (et la discussion ci-dessus) B est le sous-faisceau de C-
torsion de Q%? Le premier point découle alors du fait que toute forme différentielle w €
Q%—/(U ) (U étant un ouvert de Y) est C-finie (36) donc 'espace engendré par les C"w se
décompose en une partie de C-torsion et une partie sur laquelle C est inversible, et cette
derniére partie est engendrée par les points fixes sous C (car k¢ est algébriquement clos).
Voir [32, § 2.5] pour plus de détails. Le second point est un théoréme classique de Cartier (cf.
[32, th. 2.1.17]). O

Notons simplement H. le faisceau Q; /d0y et Hi.[p™] son sous-faisceau de p-torsion.

Lemme 5.17. — La composée H} = Q;/dﬁ}, — QL /dOy = Q. /B induit un isomor-
phisme de faisceaux

Hy, [p™]/pHy [p™] = Boo/B1.
Démonstration. — Montrons d’abord qu'une section locale f € O vérifie df € p"Qiu/ siet
seulement si l'on peut écrire (localement) f = >";'_, p*F" " (g),) avec gx € Oy . Clest un
cas particulier de [32, prop. 2.3.13], mais la preuve étant facile, nous allons la donner pour le

36. i.e.l'espace engendré par les C"w pour n > 0 est de dimension finie sur k¢ . Le point clé est que C' diminue

I'ordre des poles des formes différentielles.
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confort du lecteur. Un sens est évident, puisque do F' = p F'od. Pour I'autre sens, on raisonne
par récurrence. Supposons donc que I'on dispose d'une écriture f = Y ;' D pFFER ().
Puisquedo FF = pF odet QY est sans p-torsion, la divisibilité de df par p" se traduit par

Z;S Fn=1=F(dg;,) = 0 dans Q% . En utilisant la compatibilité entre F' et C'~*, on voit que
cette relation force dg, = 0 pour tout k, donc (encore par la théorie de Cartier) on peut
écrire g, = F(ay) + dby + pcy. En insérant ces relations dans I'écriture de f, on obtient une
représentation f = Y_;'_, p"F"*(hy), ce qui permet de conclure.

Revenons a la preuve du lemme. Si la classe de w € Qiu, dans Hy L est tuée par p", alors
p"w = df pour un f € 0. En écrivant (localement) [ = ZZ, pF*F"*(gy), on voit
comme ci-dessus que w = Y, _, F"*(dgy,) et doncw = Y} _ F"*(dgy) € Beo, ce qui
montre que la réduction mod p induit bien un morphisme Hy. [p™]/pH;.[p>™] — Boo/Bi.
Son injectivité étant immédiate, montrons la surjectivité. Soit © € B, alors il existe n et
fi € Qp telsquex = >_) F"=F(dfy,). On reléve f;i en fj, € ;. Le méme calcul que ci-
dessus montre que la classe de w := Y, p* F"%(d fi) dans H] est de torsion et se réduit
sur la classe de x. O

5.3.2. Le séparé de la cohomologie de de Rham. — On définit les Hiy(Y) comme les

groupes de cohomologie du complexe (YY) N Q(Y) munis de la topologie quotient.
On note H‘}R(Y)tors I'adhérence, dans H‘}R(Y), du sous-groupe de torsion (en particulier
Hz (Y )tors contient I'adhérence de 0 qui est loin d’étre nulle). On note H j; (Y )*F le quotient
Hip (Y)/Hjz (Y )tors- On vérifie sans mal que H, (Y)*P est sans torsion et complet pour la
topologie p-adique.

Proposition 5.18. — On a un isomorphisme naturel
H‘}R(?)sep/pHle(Y/)sep = ke ®g, Q'(y)e=t
et une suite exacte
0= OY)*/(OF)) = Hig (V) /pHi (Y)*® — ke g, Pic(Y)[p] = 0.
Démonstration. — Soient M = H(Y, HY) = QL(Y)/dO(Y) (I'égalité découle du carac-

tére affine de V) et F = H[ [p™]. Puisque H, jR(}v/)seP est le quotient de M par I'adhérence
de M[p™] = HO(Y,.%), on a une suite exacte

M[p™]/p — M /p — Hg(Y)*P/p — 0.

D'autre part comme Y est affine et .7 /p.Z est limite inductive de faisceaux cohé-
rents (lemme 5.17), on a H'(Y,.# /p.#) = 0 et par dévissage H'(Y,.#) = 0, donc
M[p™]/p = H(Y,.F)/p = HY(Y,.Z /pF) = H°(Y, Bs/B), le dernier isomorphisme
étant une conséquence du lemme 5.17. On obtient donc une suite exacte

H(Y, Boo/B1) — Q1(V)/dO(Y) = Hjp (V) /p = 0.

Puisque Y est affine, on obtient H QR (V) /p = HOY,QL +/Bx), qui s'identifie (par le
lemme 5.16)a HO(Y, ke ®F, (Q5)°=!) = ko ®p, Q(Y)9= v . Cela montre le premier point.
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Le second s’en déduit, en utilisant encore une fois le lemme 5.16 et la suite exacte évidente
0— O)*/(OY)*)P — H(Y,0%/(0%)P) — Pic(Y)[p] - 0. O
Corollaire 5.19. — (i) On a un isomorphisme naturel
(Hig(Y)?)#= /p = Q1 (V)=
et une suite exacte
0= O(Y) /(O(Y)*) = (Hip(Y)*?)*=" /p — Pic(Y)[p] — 0.

(ii) La fleche naturelle (HL}R(Y’)“P)“":” — (Actis QW (ko) H;R(}u/)se?)“p:p est un isomor-
phisme de Z,,-modules libres de rang fini.

Démonstration. — On déduit directement de la proposition ci-dessus et du fait que
Hi (Y)*P est sans p-torsion et complet pour la topologie p-adique que Hjp (Y)**P est un
W (kc)-module libre de type fini. Puisque d o F' = p F' o d, F induit un endomorphisme
de H(Y) = QY(Y)/dO(Y), qui induit a son tour un endomorphisme semi-linéaire F' de
H‘}R(?)sep. L'isomorphisme HjR(}v/)sep/p = ke @, QL (Y)“=! fourni par la proposition
ci-dessus est compatible avec l'action de F' sur H J (Y)*P et le frobenius de k¢. On en déduit
que H (}R(Y/)SEP /p posséde une base de points fixes sous ', qui y est donc bijectif. Autrement
dit, F' est un automorphisme semi-linéaire du W (k¢ )-module libre de type fini H, jR(Y/)SEP
et I — 1 est surjectif, et donc (puisque k¢ est algébriquement clos) la fleche naturelle
W(ke) @z, (Hip(Y)®)"=" = Hi (V)™

est un isomorphisme. Puisque Aﬁil = Z, et ¢ = pF, cela montre que la fleche naturelle
(Hjz (Y)*P)?=P — (Acis @w (ko) Hig (Y)*P)¥=P est un isomorphisme. O

Si M est un Ox-module libre de rang fini, muni d'un frobenius ¢, le théoréme de
Dieudonné-Manin fournit une décomposition M [%] = ®req, M [%] "] par les pentes de .
On définit M comme M N M[}%] [r],

On suppose que Y est obtenu en retirant a une courbe propre X les tubes |Qol, . . ., Q]
de points Qp, . . ., @, de la fibre spéciale.

Proposition 5.20. — L’application résidu induit une suite exacte de p-modules
0= Hyp (X)W = HE (V) = Ker(9* : 62 = 64)(~1) — 0.

Démonstration. — Comme la pente de ¢ sur HgR(X ) est 1, et que ¢ est divisible par p sur
Q'(X), on a H&R()v()[l] L QY(X), et comme Q'(X) est maximalement isotrope pour le
cup-produit on en déduit que H 1, (X)) ¢ Q(X).

Compte-tenu de ce qui précéde, de la prop. 5.18, et de ce que tout est complet pour la
topologie p-adique et sans torsion, on est ramené & prouver l'exactitude de la suite

0 — ke ®p, Q1 (X)) = ke ®p, Q1(Y)C=! — Ker(0* : kY kc) — 0
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Maintenant, on a Q1 (Y)=1 = Q1 (Y *)“=1, ott Q1 (Y *) désigne les formes différentielles
ayant des péles simples en les points de X \ Y. Donc (en utilisant, comme précédemment,
que C est semi-linéaire et k¢ algébriquement clos) on se raméne a prouver l'exactitude de la
suite

0— QY(X) = QYY) = Ker (0" : k&Y — ko) = 0
Celle-ci découle de ce que H' (X, Q%) Z ke (siX = UUV etw € Q(U NV) l'image de

wdans kg est ) .y Respw=—3" Res,w). O

5.3.3. Dévissage de la cohomologie étale. — Rappelons que l'on dispose d'un régulateur
Oy : §ymbp(Yge“) — I_Ijlyn(K 1) ainsi que d'une projection Hslyn(Y, 1) = (Aais Ow (ko)
Hip (Y)*P)¢=P = (H1 (Y)*P)¥=P. On en déduit une application

R : Symb, (YE™") — (Hg (Y)*P)#=".
Concrétement, en suivant les diverses identifications et en utilisant les notations des para-

graphes précédents, on a (ot 6y : Ayis — O, ¢ est le morphisme usuel) :

R((un)a) = lim s

n—oo fo(tn)
L'application R s'annule sur Z, ® 0(Y')** (lemme 5.15). Elle induit donc une application
Proposition 5.21. — L’application
. Symb, (Y&")
" Z,R0(Y)*

ci-dessus est un isomorphisme.

= (Hgg(Y)P)#="

Démonstration. — Les deux termes sont des Z,,-modules libres de type fini : il suffit d'invo-
quer la prop. 5.10 pour le premier et la discussion ci-dessus pour le second. Il suffit donc de
montrer que la réduction modulo p de R est un isomorphisme. En identifiant Symb  (Y’#")
et HL(Y#",Z,(1)), et en utilisant la prop. 5.10 et la rem. 5.9, ainsi que I'isomorphisme
Pic(Y'#*") = Pic(Y) (rem. 5.8) on obtient une suite exacte

Symb,, (Y'8")

0= O0Y) /(OY)*)P — (W

)/p — Pic(Y)[p] — 0.

D’autre part, le cor. 5.19 exhibe une suite exacte analogue, avec (H 1 (Y)*?)¥="/p a la
Symb,, (Y¥)

2, ® O(Y)*
avec ces deux suites exactes (les applications induites sur les termes extrémes étant l'identité).

place de ( ) /p. 11 suffit de montrer que l'application R est compatible, modulo p,

En suivant les diverses identifications et les définitions, on se raméne a démontrer 1'énoncé

alors G = ¢ (mod p). Or ceci est évident car 0y(%; /a) = 1 mod p. O
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Corollaire 5.22. — On dispose d'une suite exacte naturelle :
02,000 )* = HL(Y® Z,(1)) = (Aqis © Hig(Y)*P)¥=P — 0
et (Aais ® H‘}R(?)Sep)“":p est un Z,-module libre de type fini.

Remarque 5.23. — Soit H (Y)5? C H (Y)*P le noyau de 'application résidu. Il résulte
de la prop. 5.21, du (ii) de la prop. 5.10 et de la prop. 5.20 que I'on a un isomorphisme

(B, ® Hip (X)) 2V, J (ko).

Cris

Si on remplace le sous-espace H, jR(X )1 par I'espace tout entier, on obtient (en spécialisant
le th. 0.17 au cas de bonne réduction) :

( cris ® HdR(X))(P:p = VPJ(ﬁC/p)

5.4. Comparaison syntomique-étale pour les petits shorts

On dit qu'un O x-short Y est petit si &(Y) est étale au-dessus de O (T') (i.e.si Y est étale
au-dessus d’une boule fermée).

5.4.1. L'opérateur 1. — Soit Y un petit short sur €. Par définition, &(Y") est étale au-
dessus de O (T'), et on munit de & (Y") du frobenius ¢ vérifiant o(T') = T?.

Maintenant, dT’ est une base de ! (Y), et donc T est une p-base de O(Y) sur p(O(Y)) :
tout élément x de &(Y) peut s’écrire, de maniére unique, sous la forme z = f:_ol ()T

On définit ) : O(Y) — O(Y) par
p—1 .
1/)( Zi:O @(zi)TZ) = 29
L’opérateur 1) est un inverse a gauche de ¢ : on a ¢ 0 = id. On définit ) sur Q! (V) par la
formule
Onatop=psur Q' (Y)etpod=pdo.
Lemme 5.24. — d induit un isomorphisme d : €'(Y)¥=0 = Q(Y)¥=0.

Démonstration. — 1l suffit de prouver le résultat modulo p. Un élément de (& ( )/ p)d’fo

(resp. (2 1( )/ p)d’fo) s'écrit, de maniére unique, sous la forme z = ) ') Lo(z) T
(resp. w = > 07, Y o(z) T 4L et on adr = ( f:_ll io(z;)T*)4E. On en déduit le
résultat. O

5.4.2. Structure des € (Y')-modules munis d'un ¢

Lemme 5.25. — Soit M un €(Y)-module de type fini, muni d'un opérateur 1) vérifiant
Y(p(a)x) = ah(x) pour tous a € O(Y) et x € M. 1l existe un unique sous-module M*
de M, de rang fini sur W (k¢), stable par 1) et sur lequel ¢ est bijectif. De plus, si x € M et
k > 1,alors ¢"(z) € M* + p* M, pour tout n > n(z, k).
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Démonstration. — Commengons par prouver le méme résultat modulo p. Choisissons une
famille génératrice my, ..., ms de M sur O(Y) et écrivons €(Y') comme un quotient de
Ox(X1,...,X,). Définissons le degré de x € 0(Y)/p comme le minimum des degrés des
éléments de k¢ [X1, ..., X,] ayant pour image z, et le degré degx de € M /p comme le
minimum sur toutes les écritures possibles x = ) . 2;m; du maximum des degrés des x;.
Soit x € M /petsoit ), ; a; X m; une écriture de = de degré deg . En écrivant i sous la

forme ig + pi’, avecip € {0,...,p — 1}[1’T], cela permet d’ecrire x sous la forme

— 10 P .
x—E Xm; mj,

%0,J

avec z;, ; € O(Y)/p de degré < % deg x. Alors

Pla) =Y (X Om;)z;, ;.
io

Soit N le maximum des degrés des 1)(X"°m;). La formule ci-dessus fournit la majoration
deg(v(x)) < N + %deg(x). On en déduit que deg(y)"(x)) < ;TNI, si n est assez grand.
L'ensemble My des x € M /p tels que degz < % est un kc-espace de dimension finie,
qui est stable par 1) d’aprés ce qui précéde. On note Mﬁ l'intersection des ¢" (M), pour
n > 1 (cette intersection se stabilise pour un n < dimy, My, i.e. il existe ng tel que M =
Y™ (My)). Alors M’ est un kc-espace de dimension finie, stable par %, sur lequel 1 est
surjectif et donc bijectif, et c’est 'unique k¢-espace de dimension finie avec ces propriétés.
De plus, si z € M, il existe n(z) € N tel que " () € Mﬂ, pour tout n > n(x).

Notons que 1) est o~ !-semi-linéaire. Il existe donc, d’aprés le théoréme de Dieudonné-
Manin, une base (e1,...,¢;) de Wi vérifiant ¢(e;) = e; pour tout i.

Prouvons maintenant, par récurrence sur k, 'existence et 'unicité de M, £ C My=M/ p’€
satisfaisant les exigences du lemme (d’aprés ce qui précede M f - ), et la surjectivité de
M ,g - M f . Commengons par prouver qu'il existe €; 41 € M1 ayant pour image e; ;, dans
My, et vérifiant ¢(e; k+1) = €; k+1. Pour cela, choisissons un relévement arbitraire x de e; 1,
dans My, 1. Alors ) (z)—z € p* My 1 = M. Il existe donc ng tel que /™ (v(x)—x) € pka
et, quitte & remplacer z par )"0 (x), on peut supposer que () — x € p*M f Maintenant,

!.semi-linéaire); il existe donc 3y € p* M. f tel que

1 — 1 est surjectif sur pka (car v est o~
¥(y) —y = ¥(x) — z, et on peut prendre €; 41 = T — y.

Soit * € Mjy;1. D'aprés I'hypothése de récurrence, il existe ng tel que l'image de
"0 (x) dans M), appartienne a M,g On peut donc écrire 9™ () = . aieir+1 + DY,

avec y € pFMy1(= My). 1l existe ny tel que Y™ (y) € pka et donc Y™ (y) =

Zipkbiei,k_,_l. Il sensuit que ¢™t"(z) = Zi(af_nl + pFb;)ei ki1, et donc que
M£+1 = @7_, (W(k)/p"*1)e; k11 a toutes les propriétés voulues.

On en déduit le résultat en passant 4 la limite projective. O
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Lemme 5.26. — Siz € M, il existe co(z) € MPF, unique, tel que )™ (x — co(7)) — 0 quand
n — +o00.

Démonstration. — L'unicité résulte de ce que ) est bijectif sur M*¥, et donc ¥"(z) — 0
implique z = 0,six € Mt

Passons a I'existence. Soit 7 € M. Alors I'image de 1" () dans M, = M /p* M appartient
a M,g, sin > n(z, k). Maintenant, v est bijectif sur M,g et, si on note 1, " l'inverse de ¢)"
sur M,g, alors ¢, " ()" (x)) ne dépend pas du choix de n > n(x, k). On note ¢y 1 (x) € M,g
cette quantité; on a ¢p y4+1(x) = co () dans M, 2, et donc les ¢g 1, () définissent un élément
co(x) de M*. Par construction, 9" (x) = ¥"(co(x)) modulo p¥, sin > n(x, k).

Ceci permet de conclure. O

Lemme 5.27. — Si M est muni d'un opérateur o, tel que 1) o s = 1, tout élément x
de M peut s'écrire, de maniére unique, sous la forme z = co(z) + 3,5, ¢’ ' (ci(2)), avec
co(x) € M¥, ¢i(z) € M¥=C et ¢;(x) — 0 quand i — +oo.

Démonstration. — Sico+Y 5, ¢4 (ci) = 0,alors " (co) + Y, ¢’ " (ci) = 0, et donc
Y™ (co) — 0. Il s'ensuit que ¢y = 0. En appliquant ¢,9™ a la série, on démontre alors par
récurrence que cpij\gl (¢i) = 0 et donc ¢; = 0, pour tout ¢. On en déduit I'unicité.

Pour I'existence, posons ¢;(x) = (1 — @pn9)) ("~ (z — co(z))),sii > 1. Comme o (1 —
oY) =1 — 1 = 0,onap(c;(z)) = 0, et comme ¥' 1 (x — co(x)) — 0,onac;(z) — 0.
L'identité z = co(x) + Y ;5 ¢y (1 — oarh) (@~ — c(x)))) est alors immédiate. [

5.4.3. Application au calcul de la cohomologie de de Rham. — Les groupes H jR(Y) et
H (Y)*P sont munis d’actions de ¢ et 1), et ona ¢h o ¢ = p.

On peut appliquer le lemme 5.27a M = O(Y) (et s = @) et M = QYY) (et o =
p~1). On obtient des décompositions

(5:28) O(Y) = M{@ (Bizop' (O(Y)'=")), QNY) = Mi®(Tizop '¢"(A(Y)"=")).

Par ailleurs, comme 9" o d = p" d o 9" et que % est surjectif sur Mg, onad = 0sur Mg, et
donc Mg = 0. On en déduit, en utilisant le lemme 5.27, le résultat suivant.

Proposition 5.29. — L’application naturelle Hi(Y) — Hj;(Y)*P induit un isomor-
phisme ]\/[1ﬁ = HjR(Y)SeP qui est 19 et (p-équivariant, et on a une décomposition 1 et
(p-équivariante
Hip(Y) 2 Hg (Y)*P & Hig (Y )tors-
De plus,
Ha(Y)*® = Op @z, (Hg (Y)*P)V~1

Démonstration. — M’ est de rang fini sur O et stable par 1) qui agit bijectivement et

o~ !-semi-linéairement. Il résulte du théoréme de Dieudonné-Manin que M f admet une base

e1,...,eqsur Uy, telle quet)(e;) = e; pour tout 4. Mais alors (¢ —p)-e; est tué par 1) puisque
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Yoy = p,etdonc (p—p)-e; = 0dans Hj; (V) (cela découle du lemme 5.24). Autrement dit,
¢(e;) = pe; dans Hiy (Y'), ce qui prouve que M f est stable par ¢ et permet de conclure. [J

5.4.4. Injectivité du régulateur syntomique. — Soit R une A - -algébre séparée et compléte
pour la topologie (p, p)-adique, et telle que R/p soit intégre et intégralement close. On sup-
pose R munie d'un frobenius ¢ relevant & ~— z” sur R/p (on a donc p(z) — 2P € pR, si
= € R) et coincidant avec le frobenius usuel sur Ay

Soit R** = lim _ 1+ (p,p")R C R*.

Lemme 5.30. — Soit z € R**.
(i) SizP = ¢(u),avec u € R, alors il existe u’ € R** tel que z = p(u') et u = (u/)P.
(ii) Si () /2P = vP", avec v € R, alors il existe u € R** tel que x = u?" .

Démonstration. — Nous allons commencer par montrer que si z = 1 + [3]b1 (mod p),
avec by € Ret 3 € mey, alors on peut trouver u = 1 mod [3Y/7] et by € R tels que
z/p(u) = 1 4 [8%]by mod p. Ecrivons # = 1 + pa; + [B]b; avec a;,b; € R. On a alors
2 = 1+ plpax + [Blb) + [BPEE mod p(p, [B])? et (1 + [Blb) = 1+ B (¥ + pb}), avee
Y, € R, etdoncz?/o(1 + [B]b1) = 1+ py, avec y = pa; + [B]by mod (p, [5])2. De plus,
comme 27 = ¢(u), on en déduit que y est de la forme ¢ (v), avec v € R (a prioriv € R[l/p]
mais comme R/p est réduit, on voit que l'on a v € R). Il en résulte qu'il existe z € R
tel que [3]b1 + [B]?2 soit une puissance p-iéme modulo p. Puisque R/p est intégralement
clos, il s'ensuit que by + [f3]z est une puissance p-iéme modulo p et donc il existe b}, € R

tel que by + [B]z = (b)) mod p. Mais alors [8]b; = ([Bl/p]b’) mod (p, [8]?) et donc
z/p(1+ [BY/P)b ) =1+ pas + [3%]bs pour certains as, bg € R, ce qui permet de conclure.
En réitérant ce procédé, et en passant a la limite, on voit que I'on peut écrire x = ¢(ug)(1+

pa) pour des up,a € R. Comme (1 + pa)? = ¢(u/ug), on a p*(a + p(T5= La2 +..0) =
©((u/ug) — 1), et comme R/p est intégre, cela implique que p((u/ug) — 1) = p?p(w), et
donc ®7) que a = (a})? modulo p. Cela permet d’écrire 1+ pa sous la forme (1+pp(af))(1+
p2ay) et, par récurrence et passage a la limite, 1 + pa sous la forme p([(1 + p*a},)). Ceci
prouve le (i).

Passons au (ii). On a p(z) = (zvP" )P, et il résulte du (i) qu'il existe ug tel que z = uf).
Mais alors (¢(ug)/ub)? = v ce qui, si p # 2, implique ¢ (ug)/uf = vP" " et une récur-
rence immédiate fournit le résultat (si p = 2, le méme raisonnement s'applique en remplagant
éventuellement g par —ug). O

L'injectivité de dy : Symb, (Y&") — H, L (Y,1) est une conséquence du résultat plus

syn
précis suivant.

ul)

Lemme 5.31. — Si d}‘ Letd log sont divisibles par p, alors u; est une puissance p-iéme.

37. Sip = 2, onobtient a + a? = (a})? mod 2, et donca = (a + a} )2 mod 2.
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Démonstration. — On peut écrire u; = ab,aveca € Fr(&(Y))eth € 0(Y)**.(Onregarde

uy sur la fibre spéciale (aprés avoir divisé par p” pour obtenir un élément de valuation 0) et
diq
U1
que u; est une puissance p-iéme sur la fibre spéciale, et donc peut se relever en une puissance

on prend pour a un relévement dans Fr(¢/(Y')).) La condition divisible par p implique

p-iéme, ce qui permet de supposer que a = 1, et donc que u; € O(Y)**. Le lemme 5.30

permet alors d’en déduire que @, est une puissance p-iéme (car S‘Jgafl) = ( exp(% log %))p

en est une). On en déduit que u; est une puissance p-iéme, ce que 1'on voulait. O

5.4.5. Bijectivité du régulateur syntomique. — On note H, jR(f/)seP le quotient de HjR(f/)
par 'adhérence de son sous-groupe de torsion. Il résulte de la description de Hj; (Y') donnée
dans la prop. 5.29 que 'on a

L
HdR(Y)Sep = Mf ®ZP Acris-
Proposition 5.32. — Sip > 2, on a une suite exacte (si p = 2, la suite est presque exacte)

0—=Z,00)* = H (Y1) = (Hi (Y)*?)¥=P = 0.

syn
Démonstration. — Il résulte dulemme 5.15 que &(Y)** s’envoie sur 0 dans (H, (}R(f’)sep)@:p,
et donc que Z, ® O(Y)** aussi; la suite est donc un complexe.

Y,1) = H (Y)#=? (cf. suite
exacte 5.12) et de ce que H;R(?)Sep s'identifie & un sous-module de H(}R(f/) stable par ¢
(prop. 5.29), et donc (H;R(f/)“p)*”:p C H‘}R(?)‘P:p.

e L'exactitude a gauche, i.e. linjectivité de Z, ® O(Y)** — H,(Y,1), résulte du
lemme 5.31 puisque Symb (Y'¥") contient Z, ® O(Y)**,

e Il reste & prouver l'exactitude au milieu. Soit (e;)jc; une base orthonormale de
O(Y)¥=0 sur 0. Soit x € HL (Y)E5P et soit & € Q'(Y) ayant pour image . Il ré-
sulte des décompositions (5.28) que I'on peut écrire Z, de maniére unique, sous la forme
T = 2121 ZjeJ bi_jd(p’igoi(ej)), avec b; j € Auis et b;; — 0 quand (4,5) — oo, etla
condition (¢ — p)& = 0 se traduit par l'existence de a; j; € Ay, ai,; — 0 quand (4, j) — o0,

o L'exactitude a droite résulte de la surjectivité de Hg,(

tels que by ; = a1 j et b; ; = @(bi—1,;) —i—pi_lai)j si¢ > 2.0On a alors
bij =¢" '(ar;) +pp' (az;) + -+ aiy

On déduit la prop. 5.32 du lemme 5.33 ci-dessous en raisonnant comme pour la preuve de
la prop. 4.7 (i.e. en utilisant la décomposition Ayis = O & © Ker 0, puis le fait que Agy =

Ainf[%);, k > 0]" et enfin, le fait que tout élément de A, a un développement de Teichmiil-
ler). O

Lemme 5.33. — Sie € O(Y) et v (a) > 0, alors (a, e) = Zizo[api]d(p’igai(e)) peut

s'écrire sous la forme 2 avec v € O(Y)*.



COHOMOLOGIE DES COURBES p-ADIQUES 71

Démonstration. — D’apréslarem. 2.13 de [2], il existe une suite d’applications d,, : & (}7) —
O(Y), pour n > 0, avec 6y (x) = z, telles que

"(2) = 8o(2)?" + pdi ()P 4 -+ P On().

On en déduit que
S v e i) = Y Ula”" 16u(e)),  avee fx) =Y pFat’
i>0 n>0 k>0

Il s’ensuit que

exp (Y p7[a?" ¢ (e)) = [ expan([a”"18n(e)),

>0 n>0

oll exp,y est I'exponentielle d’Artin-Hasse (qui appartient & 1 + XZ,[[X]]); le produit

converge dans & (Y)** et si v est le résultat, on a 2% = %(a, ¢), ce que I'on voulait. O

Théoréme 5.34. — Jy : Symb (Y¥") — Hslyn(Y, 1) est un isomorphismesip > 2 (sip = 2,
c’est presque un isomorphisme).

Démonstration. — Cela résulte, via le lemme des 5, du diagramme commutatif suivant dont
les lignes sont exactes :

0—Z,® O(Y)** — Symb_ (V") —> (A @ H (V)*?)#=7 — 0

0— ZP @ ﬁ(Y)** - Hslyn(Y’ 1) - (Acris ® H(%R(Y/)sep)go:p —0
(L’exactitude de la ligne du haut est la prop. 5.21 et celle de la ligne du bas est la prop. 5.32.)
O

6. Cohomologie des courbes quasi-compactes

Dans ce chapitre, on calcule la cohomologie d'une courbe quasi-compacte a partir d'une
triangulation : une telle triangulation fournit un patron de la courbe et on exprime toutes les
cohomologies en termes des cohomologies des termes de ce patron : en particulier, les sym-
boles (prop. 6.2), la cohomologie étale ¢-adique (th. 6.3 plus formule ¥ de Picard-Lefschetz %%,
de larem. 6.4), la cohomologie de de Rham (cor. 6.10) et sa séparée (th. 6.14), la cohomologie
de Hyodo-Kato (th. 6.21 et rem. 6.22). Cela permet de relier les symboles p-adiques, la coho-
mologie syntomique et la cohomologie étale p-adique (th. 6.24 et cor. 6.25). Enfin, on exprime
la cohomologie syntomique en termes du complexe de de Rham (rem. 6.27 et th. 6.30) et on
en déduit le th. 0.1 (cf. th. 6.32).
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6.1. Notations. — Soit Y une courbe quasi-compacte sur C (i.e. un affinoide ou une courbe
propre). Soit S une triangulation de Y/, et soit Y le &c-modéle semi-stable associé. On sup-
pose S suffisamment fine pour que :

o la fibre spéciale Y ait au moins deux composantes irréductibles

e ces composantes irréductibles soient lisses et deux d’entre elles s'intersectent en au
plus un point,

o les shorts Y, pour s € .S, soient (38) petits.

Soit (I, (Y3)ier, (tij)(i,j)els..) un patron de Y associé & S (cf. § 3.5); cela inclut :

e un graphe bipartite marqué I' = (I, I, 1), avec I = SU Ac et Ir . = {(a,s), a €
Ac, se€ S(a)}, pla) € Qi sia € A,

e des shorts Y pour s € S, des jambes Y;, pour a € A. (avec Y, de longueur p(a)), la
fibre spéciale Y de Y étant propre (et lisse) par convention (avec certains points marqués
de multiplicité 07 si s € 9Y),

esia € A, un paramétre local 7}, 5, de Y, (ce qui fournit une orientation de Y, et
donc fixe une origine s; et un bout s3) admettant un prolongement a des ouverts de Y, et
Ye,et Ty s, = p#(a)/Ta,sl;

e des cercles fantémes Y, s, pour a € A(s),avec O(Y, ) = Oc|[Tus, T, 1y,

A ces données, on rajoute deux entiers Ny (S) et N(S) définis par ) :
e N1(9) est le plus petit entier N tel que p™ pu(a) > 1, pour tout ac Ae.
e N(S) est le plus petit entier N > N (S) tel que T,,, € O(Y,) + pt/eY O (Ys),
pour tout (a, s) € Iz .

On rappelle que X(Y") est 'ensemble des noeuds de Y;ona (YY) C S.

6.2. Cohomologie étale

6.2.1. Localisation des symboles. — Soit £ un nombre premier. On a défini les groupes
Symb,(Z) pour Z =Y, Yigen7 Yf;n (cf.n°5.1.3 pour Y et YE" etn° 4.1.2 pour Y5 et YET).
Les restrictions induisent des applications naturelles

Symb, (V) — Symbe(Yigen) - S)’mbe(Yf;n)-

Posons
A B uz nyVin € C( ) )iEI neEN, (gi,jﬂl € C(}/Lj)*)(i,j)efz ¢>nEN)
£,00 YS - o o Y4 Vi,n ’
Ujnd1 = Uq, n'UZ ny Win gi}j7nuj7n7 gi,j,n+l 9i.j, ”’UJ n

Ag OO(YS)mV {( Qi ns i,n—i—l/ai-,n)iEI,HENv (ai,n/aj,n)(i,j)eIz,C,neN} C AZ,OO(YS)

38. Cette derniére condition n'intervient que dans le § 6.4 ol 'on utilise les résultats du § 5.4. Si on part d’'une
triangulation S vérifiant les deux premiers points, on en fabrique une vérifiant le dernier de la maniére suivante :
si s € S, on peut décomposer le short Y en un petit short et un nombre fini de boules ouvertes, tubes de points
de la fibre spéciale; on peut décomposer chacune de ces boules en une boule fermée et une couronne, et il suffit de
rajouter a S les points de Gauss de ces boules fermées pour obtenir une triangulation ayant les propriétés voulues.

39. Si Yy est défini sur K, d'indice de ramification absolu ¢, alors N1(S) < N(s) < Hzgg-\
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On pose alors

Syme(YS) = A&OO(Ys)/Ag,OO(YS)triV.
Lemme 6.1. — On a un isomorphisme naturel
Symb,(Ys) = Symb,(Y').

Démonstration. — Compactifions Y en recollant des disques Y, le long des cercles fantémes
Y,.s,pour a € A\ A. (auquel cas S(a) n'a qu'un élément s = s(a)), via Ts 4. On note X la
courbe ainsi obtenue (si Y est propre, alors X =Y/, bien sir); c'est I'analytifiée d'une courbe
algébrique propre d’aprés GAGA rigide.

Posons g; j,, = 15si(i,5) € I\ Io .. Les g; j n, pour (¢,5) € I>, définissent un fibré en
droites .# sur X vu comme espace adique, et par le principe GaGa, cela fournit (40) un fibré
en droites sur X vu comme variété rigide et donc, grace 8 GAGA rigide, un fibré en droites
sur la courbe algébrique sous-jacente.

F étant algébrique sur X, il posséde une section globale méromorphe sur X tout entier

et donc, a fortiori, sur Y. Autrement dit, on peut trouver des g; ,, € C (Yigen)*, pour i € I,
Yin
gj.n

i,n

= i jn- Les Zm se recollent alors pour fabriquer u,, € A;,(Y), etona

in

n
_ Vi,nGi,n \P Vingin __ Vjndjn : 4 _ Vi,n
U 7u(7) sur Y;. Or 22t — - sur Y; ; puisque ¢; - = Qi in—2
n+1 n\ gt i 9 it 9 i i,j PUSQUE G ;1 = Gigony,
v T
et donc les Z&ndin
i,n+1

Les g; , sont uniques & multiplication simultanée prés par g, € C(Y)*. Il s'ensuit que

tels que

se recollent en v,, € C(Y)*. Il s'ensuit que (U, Vn)n € Ar0o(Y).

I'image de (uy, )nen dans Symb,(Y") ne dépend pas du choix des g; ,,, ce qui fournit une fleche
naturelle Symb,(Ys) — Symb,(Y').

Cette fléche est surjective car (Un, Up)neN € Aroo(Y) est, bien évidemment, I'image de
(Wins Vin)ielneNs (9ijn)(i,j)€ls.c,neNs OU Ui p, et V; , sont les restrictions de u,, et v, 3 Y;
et gijn = 1.

Elle est injective car, si I'image est triviale, u,, = afln etv, = afl 41/ an, et donc u; ,, =
(angin)"" s vin = (@nt19im+1)"/(@nGin) €t Gijn = (angin)/(ang;n), ce qui montre que
notre symbole localisé est trivial.

Ceci permet de conclure. O

Proposition 6.2. — On a une suite exacte

0 — HY(T',Z(1)) — Symb,(Ys) — Ker[HSymbz(Yigen) - H Symb, (YE")] — 0.
el (i,4)EI2,c

40. .7 admet des sections globales e; sur Y;, pour i € I’,etonaeq = ga,s,n€s sur Yo s. Si Uq, s est un ouvert
de Y sur lequel Ty, s est holomorphe, il résulte du lemme 4.2 que 'on peut factoriser ga,s,» sous la forme uq,sva, s,
avecUuq,s € O(Uq,s)* et va,s € O(Y,)*. 1 s'ensuit que .# admet une section globale eq s sur Vs = Uq,s UY,
(recollés le long de Ya,s)0lleq,s = u;}ses sur Ug,s et €q,s = Va,s€q SUT Yy). Les Vg, s formant un recouvrement

de X par des ouverts rigides, cela définit un fibré en droites sur X vu comme variété rigide.
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Démonstration. — Partons de symboles (u; n,vin) € Agoo(Y:) se recollant sur Y ;. 11
existe donc g; j » tel que u; ,, = gfj nljn sur Y; j, et comme cela ne définit g; ; , qu'a une ra-

Vi,n

cine {"-iéme de l'unité prés, on peut, par récurrence sur 7, imposer que g; j n+1 = gf’ Jnoya
On en déduit la surjectivité a droite.

Pour l'exactitude au milieu, on part de Ay o (Ys) tel que u; ,, = v;,, = 1, pour tous i € I
et n € N. Alors les (g;,jn)n définissent un élément g; ; de Z,(1) et le résultat appartient a
Ap 0o(Ys) si et seulement si il existe des a; € Zy(1), pouri € I, telsque g; ; = a; — a;. Le

passage au quotient nous donne, grice i la rem. 1.4, le H*(I', Z¢(1)) que 'on voulait. O

6.2.2. Lecas ¢ # p. — Si{ # p, la prop. 6.2, combinée avec le lemme 6.1 et 'isomorphisme
Symb,(Y) = HL(Y,Z(1)) du cor. 5.5, fournit une description concréte de Hx (Y, Zy(1)).
Voir aussi [20, 5.2] pour une approche un peu différente.

Théoréme 6.3. — Si £ # p, alors H}(Y,Z,(1)) admet une filtration naturelle dont les quo-
tients successifs sont :

Hy(Y,Z(1)) = [ H(T, Ze(1)) — [aewqy) Ha (Vs Ze(1)) — Hy (T, Z0)* |.

Démonstration. — La prop. 6.2 fournit le premier cran de la filtration. Le second cran est le
noyau de l'application résidu dont I'image est

Ker[HKer [0F Z?BdY" — Z}i}] — Z?’“]
el
(prop. 5.10 combinée avec l'isomorphisme HL(Ys",Z,(1)) = T,Pic(Ys?) = Tu(J(YsT))
pour s € S, et prop. 4.5 pour i € A.). On conclut en utilisant les rem.1.3 et 1.4, et en
supprimant les s € S\X(Y') puisque, pour un tel s,ona Ys® = P! et donc H} (YT, Z,(1)) =
0. O

Remarque 6.4. — (i) Comme HL(Y,Q,(1)) = Q®z, HL(Y,Z,(1)),1a description ci-dessus
de HL(Y,Z,(1)) permet, grace & la rem. 1.6, de définir, si t € Z,(1), un opérateur de mono-
dromie
tN : Ho (Y, Qu(1)) = He (Y, Qu(1)).
(ii) Le choix de r ~ p” fournit une section de la projection modulo H'(I",Qy(1)). En
effet, on peut imposer & (U; 5, Vi n)n € Ar,00(Y;) les conditions supplémentaires suivantes :

. . kan o
esii=aqa¢€ Agalorsu; , =To%, ot kg, aune limite k, € Zy,
0

.. .. N k
esii = s € S,alorslarestrictionde us ,, Y, 5, pour a € A(s),estdelaforme T, 5" ug ,,,

avec u , € O(Yq s)**.

(Pour a € A, celasuit de la prop. 4.5; pour s € S, cela résulte de ce qu'on peut multiplier
Us,n par ff;l, avec fs, € C(Y)*, ce qui permet de modifier a loisir le coefficient dominant
en un nombre fini de points.)

Comme z € 0(Y, 5)** a une racine £"-iéme naturelle, a savoir ), (UIfn) (x — 1)k, il
en est de méme de === ,sia € A. et s € S(a) = {s1, 82} : B

Us,n

>

. , ka,n—Ka,s,n —
-Sis=sy, 2 =Ty% o (wQ ) letkan — kasn € (VZ.

,U‘S,’Il S’n
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= Sis = sy, B = phens(@ T P (00 )T et iy + ko € 012, et phenit(©

—n
a comme racine E"—leme pt kannla),

Si on note gq s, la racine £"-ié

~ en
envoyant la classe de (w; 5, Vi n)i,n sur celle de ((w;n, Vi n)in, (Gijn)ijmn)

(iii) Si on change 7 + p" en r > ((r)p", ol ¢ est un morphisme de groupes de Q/Z
dans le groupe des racines de I'unité, cela multiplie g4 s, n par ((¢~"kq npt(a)) sans modifier
Ja,s1,n- On en déduit la formule ¥ de Picard-Lefschetz %,

Spis(r)pr = Srspr + N,
oltte = (C(€7"))nen € Ze(1).

Remarque 6.5. — SiY est défini sur Ok, on peut utiliser ce qui précéde pour décrire I'action
du sous-groupe d'inertie I ¢ de G sur H} (Y, Qy(1)), mais il vaut mieux prendre les jambes
Y, de la forme Spf(Or[[Va.s,s Ya.so]]/(Ya.s: Ya.s, — 7)), olt 7 est une uniformisante
de K, e l'indice de ramification absolu de K (et eu(a) est entier), et choisir un morphisme
r+— 7" (de Z[}] dans C*) plutdt que r > p.

Sio € Ik, il existe (¢ : Z[3] — jun tel que Lon ait o(7") = (,(r)n", et alors ¢,
(Co(™™))n € Zg(1) et 0 +— t, est un 1-cocycle sur I a valeurs dans Z;(1), et onao(c) =
c+tysN(c)sice HL(Y,Qu(1)). Voir [33] pour un point de vue différent.

6.3. Cohomologie de de Rham et variantes

On peut calculer les diverses cohomologies de Yg a la Cech, en utilisant le recouvrement
par les Y;, pour ¢ € I. Ce calcul est simplifié par le fait que les seules intersections non vides
sont les Y; j, pour (i, ) € I .. Par exemple (prop. 3.20), les groupes Hi; (Ys) de cohomolo-
gie de de Rham (logarithmique) de Y sont les groupes de cohomologie du complexe :

Ca(Ys) = [[[ov) — ][] oW
el (i,4)€I2,c

Le complexe ci-dessus est le complexe naturel pour calculer la cohomologie de de Rham mais,
ap? (9 prés, on peut aussi utiliser

Cal¥s):=[[[ev)— ][] @

i€l (i,9)€l2,c

ou Q' (Y; ;) est le quotient de 2°(Y; ;) défini dans la discussion précédant le lemme 4.13
ci-dessous.

6.3.1. Cohomologie de de Rham. — Soit
Sint == S \ 8Y

Sis € S, on construit une compactification partielle Y<> de Y; en recollant, via les T}, ,
les disques ouverts {v,(T},,s) > 0} le long des cercles fantdmes Y, s, pour a € A.(s).

Remarque 6.6. — Si s € Sy, alors YS<> est propre; si s € Y, c'est un short.
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On note Hj (Y?)o 'ensemble des w € HJ; (Y.?) tels que Res,(w) = 0 pour tout a €
A(s)\Ac(5).(Sis € Sip, alors HdR(Y Jo = H(}R(Y ), maissi s € Y et |A(s)\A.(s)| =,
alors H); (Y.9)o est de corang r — 1 dans H} (Y.?).)

Remarque 6.7. — Y<> dépend du choix des T}, ;, mais HdR( ) (et donc aussi HdR( SO)O)
n’en dépend pas car il s'identifie  la cohomologie convergente de YiPsis € Sing, et & celle de
'ouvert complémentaire des points de multiplicité 0 si s € Y.

Proposition 6.8. — H 1 (Ys) aune filtration dont les quotients successifs sont, a p™1 (%) pres,
Hap(Ys) = [ HN(T, 0c) — [lies Hin(V?)o — HI(T, 0c)* .

Démonstration. — On a une suite exacte

0— Hix(Ys) — HHC(I)R(Y;) - H Hip(Yi;) = Hgr(Ys) = HHjR(Yi) - H Hig(Yij)-

icl (i,4)€I2,c iel (i,4)€I2,c

Le sous-groupe H* (", O¢) correspond au conoyaude [ ], ; H3 (V;) — i jer. H% (Y 5).
Le quotient H!(T', Oc)* est fourni par l'application résidu comme dans la preuve du
th.6.3.
Sia € A, ona

Ql(Ya) = Ql(Ba,S1) D Ql(Ba,SZ) ® Oc—1-+,

Taoy
ol B, s, est laboule ouverte avec (B, 5;) = Oc|[[Ty,s,]],sii = 1, 2. Cette décomposition
induit une décomposition

H&R(Ya) = HjR(Bam) @ HjR(Ba 52) ® Oc Ta =L

a,sq

Maintenant, l'image de Hi, (B, s,) dans Hiz (Ya s, ;) est tuée par pN1(5) (cf. lemme 4.13).
11 s'ensuit que le complexe [],.; Hiz (Yi)o — H(i,j)el2 . Hi: (Yi)o se pN1(5)-décompose

H{HdR 0@ HHdR as) = HHdR as}

s€S acAc(s) a€Ac(s)
Or le noyau de Hj; (Ys)o @ [oca.cs) Hi(Bas) = [oca.cs) Hip (Y, s)o n'est autre que
HL (YL)o comme on le voit en considérant le recouvrement de Y0 formé de Y et des B,, 5,

en

pour a € A.(s). (On aurait aussi pu utiliser la prop. 6.12 ci-dessous.)
On en déduit le résultat. O

Remarque 6.9. — Ona H(Y) & C ®¢, Hlz(Ys) pour tout S; en particulier C' ®,,
HJ; (Ys) ne dépend pas de S. Cela peut se voir directement : si on raffine S en S, la fléche na-
turelle H}; (Ys) — Hjz (Ys) induit un isomorphisme C ® 4, Hjz (Ys) = C®e. Hip (Ys)
car :

. Fad(S’) se rétracte sur *4(S) et donc a méme cohomologie.
o Les Y0, pour s € S’ \ S, sont des P! et donc H}; (V%) =0sis € S\ S.

Apreés avoir éliminé les p! superflus, on obtient le corollaire ci-dessous.
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Corollaire 6.10. — H}; (V') a une filtration dont les quotients successifs sont

Hg(Y) = [ H'(T,C) — [Liex ) Hin (Y )o — HA(T, C)* |.

Remarque 6.11. — Si Y est propre, tous les Y,° sont propres et ont une cohomologie de di-
mension finie, ce qui est en accord avec le fait que H; (Y') est de dimension finie. Si Y est un
affinoide, alors H ;R(Y) est de dimension infinie; c’est dii au fait que 0Y est non vide et que,

si s € Y, alors Y, est un O -short et donc sa cohomologie est de dimension infinie.

6.3.2. Dégénerescence de courbes. — On note Y§° la courbe obtenue en spécialisant en
(0)gea, la famille de courbes du n°3.6.3 dans le cas R = O¢[[T,, a € A.]], ce qui rem-
place Y, par la réunion Y, de deux disques attachés en un point FP,. Alors Y'§° est aussi la
courbe obtenue en recollant les Y0 en les P, : i.e. on identifie le point 7, ;, = 0 de Y0 avec
le point T, 5, = 0 de Y9, pour tout a € A..

Proposition 6.12. — Les complexes 6;R(Y§° ) et C3x (Ys) sont naturellement p™V*(5)

-quasi-
isomorphes, et la cohomologie de de Rham (logarithmique) de Y est donc naturellement

isomorphe a celle de Y*°.

Démonstration. — Les groupes intervenant dans les complexes C3; (Y§°) et C3; (Ys) sont
naturellement isomorphes : &(Z°°) = 0(Z) et Q1 (Z>°) = QN (Z),si Z = Y;,Y, s et, si
Z =Y,

ﬁ(yaoo) = ﬁC[[TamTa,wH/(Ta,S1Ta782)7 ﬁ(Ya) = ﬁCHTamTa,SQ]]/(Ta,81Ta,82 _p“(a))a

et on dispose d’'un isomorphisme ¢ -linéaire (') qui envoie T* o, sur TF sik > 0;l'iso-
. ~ . dT. ., dTas, .
morphisme correspondant Q' (Y, ) = Q!(Y,) envoie T, == sur TF, =i sik > 0

i

o . AT s, . dT.
(pour k = 0 les deux valeurs obtenues coincident puisque o 0).
wo1 .

Le lemme 4.13 permet de montrer que ceci définit un le(S)’-quasi-isomorphisme
6;R(YS°°) — C3r(Ys), ce qui permet de conclure. O

6.3.3. Cohomologie de de Rham séparée. — Le groupe H, (}R(YS) peut avoir de la torsion
d’exposant non borné (c’est effectivement le cas si Y est un affinoide); on note Hj, (Ys)*P
son quotient par I'adhérence H 3y (Ys)tors du sous-groupe de torsion: ona Hi (V) = C ®4,.
Hi (Ys) et C ®p. Hip(Ys)*P est le séparé de Hp (V) (i.e. son quotient par 'adhérence de
0).

Exemple 6.13. — (i) Si Y est propre, H}; (Ys) est sans torsion et Hj; (Ys)*P = H}; (Ys).
(i) Si Y est la fibre générique d'un O -short Y, alors H C}R(YS)”P est le Oc-module M f
de la prop. 5.29; il est de rang fini, mais la torsion de H jR(YS) est d’exposant non borné.

41. Ce n'est pas un morphisme d'anneaux puisque Ty, s, Ta,s, = 0 dans (Y >°) et Ta,s, Ta,s, = ﬁ“(a) dans
O(Ya).
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On note I'j; le sous-graphe de I" dont les sommets sont Siy; et les arétes Ay, i.e. I'ensemble
des a € A telles que S(a) C Sint; alors I'iy est un graphe compact.

Théoréme 6.14. — (i) Le groupe H fy (Vs )*P est de rang fini et admet une filtration naturelle
dont les quotients successifs, a pN1(S) prés, sont :

Hig(Ys)*? = [ H'(Tint, O0) — [Loes Hr(Y)oF — HX (T, 0c)* .

(ii) Le groupe H J; (Y)*P est de dimension finie et admet une filtration naturelle dont les
quotients successifs sont :

H;R(Y)SQP = [ Hl(rinh C) 7 HSGZ(Y)(C ®ﬁc HC}R(YSQ)?)eP) 7 Hcl(r’ C)* ]

Démonstration. — Le (ii) se déduit du (i) en inversant p et en éliminant les P! superflus
(cf. rem. 6.9).
Prouvons le (i). Comme le quotient H} (T, O¢)* de Hj; (Ys) est séparé, on a une suite
exacte
0— Hip(Y)y? — Hig(Ys)® — HYT, Oc)* — 0.
Maintenant, si on note M l'intersection de H' (I, O) et de I'adhérence de (Hj; (Ys)o)™ ™,
une petite chasse au diagramme fournit la suite exacte :

0— H'(T,00)/M — Hiz(Ys)s? = [[ Hir(Y2)5? — 0.

Comme les H; (Y?)o? sont de rang fini (c'est clair si YO est propre, et si Y. est un short,
cela résulte de la prop. 5.20), on en déduit que HjR(YS)SeP est de rang fini.
Pour terminer la preuve du théoréme, il ne reste donc plus qu'a déterminer M, ce qui fait

I'objet du lemme 6.15 ci-dessous. O
Lemme 6.15. — On a
Ker[H' (', Oc) — Hg (Ys)*?] = Ker[H'(I', 0¢) = H' (Tint, Oc)].

Démonstration. — On note A, I'ensemble des a € A telles que S(a) C JY et Apoa =
A\ (Aext U Ajye) I'ensemble des a dont une extrémités appartient a Y et I'autre a A;,; (on
note s; = s1(a) celle appartenant & Aiy; et s2 = s2(a) celle appartenant a 9Y').

On note Y la courbe obtenue en remplagant pH(@) par Osia € Apoq dans le patron de Y.
Celaremplace les Y,, pour a € Ay, par la réunion Y, de deux disques B, s, , Bq,s, attachés
en un point P,. On note Yé’int la réunion des Y; pour s € Sip, des Yy, pour a € Ay, et des
B, s, pour a € Aped; C'est un modéle semi-stable d'une courbe propre.

Les mémes arguments que pour la preuve de la prop. 6.12 montrent que les complexes
O3 (Ys)o et C3x(YE)o sont p™1(9)-quasi-isomorphes, et qu'on peut calculer H}; (Ys)o (2
pN1(5) prés) en utilisant Cy (Y4)o.

La restriction fournit une fléche naturelle Hgp (Y§)o — H{g (Y ine)o- Comme Y, est
propre, H g (Y4 i, )o est séparé et la fléche ci-dessus se factorise a travers H g (Y{)y" - De plus,
cette fléche induit, par restriction, la fleche naturelle A YT, 0c) — HY(Tint, Oc), et comme



COHOMOLOGIE DES COURBES p-ADIQUES 79

cette derniére fléche est surjective, on en déduit que le membre de gauche dans I'énoncé du
lemme est inclus dans le membre de droite.

Pour prouver 'égalité, il s'agit donc de prouver que Ker [H YT, 00) — HY (Tin, ﬁ’c)]
est dans I'adhérence de 0 dans H j; (Ys). Or ce noyau est engendré par des classes de la forme
€as = ((wi)i, (gi5)iz), o0 S(a) = {s,s'} et s € JY, avec w; = 0 pour tout 4, g, s = 1 et
9i; = 0si(i,7) # (a, ).

Comme ko ® Y2 est affine puisque s € Y, on peut trouver ¢ € (VL) telle que
@(P,) =1letp(Py) =0sibe A(s) \ {a}.

Soit @ € 1+ pOc.Sin € N,alors ¢, = p"log(l + (a'/?" — 1)¢) € O(YL). On
peut donc considérer le bord ¢,, de (g; p)icr, o0 ginn = 0sii & {s} U A(s) et gin = P
sii € {s} U A(s). Le lemme suivant montre que (log «)e, s est dans I'adhérence de 0 dans
H G%R(YS), ce qui permet de conclure. O]

Lemme 6.16. — Il existe N € N tel que, sin > N, alors ¢,, — (log a)eq s est divisible par
pan‘

Démonstration. — dg; ,, est divisible par p™ et,sur Y; j,ona g; , — g;.» = Osaufsi (4, j) =
(b,t),avec b € A(s) et t est I'autre extrémité de b, ot g ,, = 0, mais g, = ¢, # 0

¢ Sib = a,comme ¢(P,) = 1,onavy,, (m(ﬂ# —1) > u(a), et il existe N(a)
(ne dépendant que ji(a)) tel que vy, , (¢, —log) > n — N(a).

e Sib e A(s)\ {a}, comme ¢(P) = 0,0navy, ,((1+ (a/P" —1)¢) — 1) > u(b), et
donc vy, ,(¢n) > n — N(b).

Ceci permet de conclure. O

6.3.4. Cohomologie cristalline

e Si s € S, on choisit un modéle Y, de Y, sur O et un frobenius ¢ sur & ()v/g) On pose
O(Ys) = Agis ® 6.0 (Y’g) ; on a bien évidemment

ﬁ(YS) =0 ®a ﬁ(i:) et O(Y,)=0c®a ﬁ(?e)-

cris cris

Soit () = p~N(9), de telle sorte que T, s € ﬁ(ffs) + oY), pour tout (a,s) € Iy .
On peut donc écrire Ty, s, sur Yy, sous la forme

Tos =Tas0 + p ST avec T, 50 € ﬁ’(ffs) et Té,s € 0(Ys).

a,s?
On choisit un relévement TA sdeT,  dans O (Y,), et on pose
Ta,s = 4a,s,0 +ﬁT(S)T(;,s € ﬁ(i}S)
eSia € A, on pose

O(Ys) = Acris[[Ta,snTa,SzH/(Ta,S1Ta,82 - ﬁu(a)).
Ona
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e Sis € S(a), on pose ﬁ(?a,s) = Ais|[Tus, T, L). Si h > 0, on note ﬁ(?ays)PDh le
complété p- adique de Ienveloppe a puissances lelsees logarithmiques partielles, de niveau

h, dunoyau de 0(Yy) @4, O(Ys) = O(Ya) :siUy s = fg%@, on a un isomorphisme

. . .
O0(Ya,s)P" = 0(Yo,) Gl k € NP

Si h > N(S), on peut remplacer U, s par U, , = 12‘;75 ®10 dans l'isomorphisme ci-dessus car

775 a des puissances divisées partielles de niveau h.
eSiZ =Y,,Y,, Y, onnote O (Z ) le Ai-module Q 0(Z) /A et QJ( ws)TD le Agis-

module Q{ﬁ(y DAL On a bien stir /(7 ) =0sij > 2(resp.j > 3)et Z = Y,,Y;

(resp. Z =Y, S) Le lemme de Poincaré nous donne le résultat suivant :

Lemme 6.17. — Si h > 0, le complexe de de Rham [ﬁ(f’ms) — Q! (Ya 5)] est p"-quasi-

)PD;L]

isomorphe au complexe [ﬁ(ffm )PPr Ql( den

Notons que 'on peut munir & (Y,) et oY,) d’endomorphismes de Frobenius (O(Yy) par
extension des scalaires a partir de O(Yy) qui est lisse sur Ox, et (Y, ( .), en envoyant T; sur

)PDh

T?); cela munit aussi 0(Y, s du frobenius produit tensoriel.

On définit les H jR(?S), pour ¢ < 2, comme les groupes de cohomologie du complexe (42)

Cr(¥s):=[[l6F) —[[2'¥)e [l 6%, — I 2Vi,)P ]
el el (i,4)€12,c (i,4)€I2,c

la premiére fléche étant ((f;);) — ((dfi)i, (fi ® 1 — 1 ® fj)i ;) et la seconde étant

((wi)i, (firj)ig) = (wi®1—1®wj —df; ;)i ;. Notons que ¢ commute aux fléches ci-dessus

et doncles H éR(YS) sont munis d'une action de .

Remarque 6.18. — (i) Les techniques cristallines & base de lemme de Poincaré permettent de
montrer que les HéR(f/S), ainsi que l'action de ¢, ne dépendent pas des choix faits : nous lais-
sons au lecteur le soin de vérifier que les H éR(?S) sont les groupes de cohomologie cristalline
logarithmique absolue (i.e. sur Z,) de (0¢/p) ® Ys.

(ii) Si on remplace PD par PDj, dans la définition ci-dessus, on obtient un complexe ph-
quasi-isomorphe d’aprés le lemme 6.17.

(iii) On pourrait remplacer A s par Ajn¢ dans les définitions des & (Z ) et utiliser le cas R =
Aiy¢ du n® 3.6.3 pour produire un schéma formel }75 ayant Yg et Y5 comme spécialisations.
Malheureusement, on ne peut pas munir Y d’un frobenius global, et son existence n’aide pas
pour munir la cohomologie d'une action de .

Le complexe C’JR(?S) est le cylindre

[[[ev)— [ o=@l

iel (ivj)eIZc

42. On écrit PD pour PDg.
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Pour faire les calculs, on peut remplacer C CTR(T/S) par le complexe quasi—isomorphe

CalVs)=[[[o)— [[ @

iel (6.3)€lz,c
on = ( 5.;) est le complexe défini pour le lemme 4.14.

6.3.5. Cohomologie de Hyodo-Kato. — On définit les HéR(YS) pour ¢ < 2, comme les
groupes de cohomologie du complexe O (Ys) = O Oag, C. dR(YS) Comme 0y : Acs —
O & commute & ¢, le complexe C, dR(}:S) est muni d’une actionude petdoncles H jR(YS) aussi.

On cherche a exprimer les Hj; (Yy) en termes des H} (Ys). Pour ce faire, on remplace

PD par PD), dans la définition de CJR(?S), ce qui produit un complexe p™ (%)

h = N(S).
e Sii € Iousi(i,j) € I, on pose

ﬁ( ) ﬁ ®A ﬁ(f/), ﬁ(Y/z )PDh*ﬁ ®A ﬁ(f/‘J)PDh

cris cris

-isomorphe, si

(Il n'y a pas de conflit de notations si i € S.) On dispose de plongements naturels
L O;) = O(Y)), 1y O ;)™ — O, ;)PP

e sii € S, ce plongement est I'inclusion naturelle et est donc un morphisme d’anneaux
qui commute a (.
0 Si(i,7) = (a,s) € Ia,, ce plongement est I'inclusion

Y (Ug s —D* (U, —1"
O v TR

(ona @(Yy,) = Oy &|[Ta,s, T, 4)); c'est un morphisme d’anneaux qui commute .
eSii=ac€ A,ona

ﬁ(}v/"*) = ﬁé[[TavslﬁTa,Sz]]/(Ta,SlTa,Sz)’ ﬁ)d;a) = Acris[[Ta,sl ’ Ta752H/(Ta751Ta752 _ﬁu(a)>7

ke NP = 0, ke NP

et 1, est 'application & x-linéaire qui envoie Tf s; Sur Tk . Cen’est pas un morphisme d’an-

neaux puisque 7}, s, Ty s, = 0 dans ﬁ( w) et To o, Tusy = p”(a dans ﬁ( %), mais ¢, com-

mute a .
Lemme 6.19. — La fléche ¢ : 6;1{(}75) — GQR(Y/S), induite par les ¢5, tq, La,s, est Un pN ().

morphisme de complexes qui commute & .

Démonstration. — C'est une conséquence du lemme 4.14 (et du fait que les ¢, ¢4, tq,s com-
mutent 4 ). O

On en déduit le résultat suivant.

Corollaire 6.20. — On a des p™¥ (%)-isomorphismes (le premier de chaque ligne commute a
0):
Acis® 6, Car (Ys) = Cir(Ys) et 00® 4, Cir(Ys) = Cir(Ys),
Aais @0, Hig(Vs)*™® = Hig (Vo) et Oc ®o, Hig(Vs)™® = Hip (Ys)*P.



82 PIERRE COLMEZ, GABRIEL DOSPINESCU & WIESLAWA NIZIOL

On définit les groupes de cohomologie de Hyodo-Kato H; (Y) par :

Hiy(Y):=C Koy Hig(Ys) = C @a HéR(?S)'

(Ces groupes ne dépendent pas de S ). Par construction, ce sont des C -espaces et ils sont munis
d'une action semi-linéaire de ¢ ; on les munit aussi d'un opérateur de monodromie N vérifiant
Ny = ppN (cf. rem. 6.22 ci-dessous). Le cor. 6.20 a pour conséquence immédiate 1'énoncé
suivant dans lequel on a posé Hj, (Y Y)=Q, ®z, dR(YS) (le résultat ne dépend pas de .S).

Théoréme 6.21. — (i) On a des isomorphismes (le premier commute & ¢) :

Bl @ Hig(Y)®P = HR (V) et tni : C ©p Hig (Y )P = Hip (V)P

Cris

(ii) HdR( )*P estun B

ms-module libre de rang fini et on a des identifications

C ®@p+ HdR(Y)Sep =HR(Y)? et C Xp+ HdR(Y)seP = Hyy (Y)*P,

cris cris

la seconde étant -équivariante.

Remarque 6.22. — (o) ¢y est I'isomorphisme de Hyodo-Kato.

(i) En reprenant les arguments des preuves de la prop. 6.8 et du th. 6. 14, on obtient les
résultats suivants, si Z = Y Y etsi Az = Ay ou O suivant que Z = YouZ =Y :le
groupe H}; (Z3) a une filtration stable par ¢ dont les quotients successifs sont, a p¥ () prés,

Hap(Zs) = [ HY(T, Az) — [lies Hin(29)o — H; (T, Az)*(=1) .
Le (-1) signifie que I'action naturelle de ¢ est multipliée par p (car <p( ) pdg‘l 2).
(ii) En utilisant I'isomorphisme C' ® s Hfj (Y)*P = H i (Y)*P, le th. 6. 14 et la prop. 5.20,
on prouve que le groupe Hy (Y)*P admet une filtration naturelle stable par ¢ dont les quo-
tients successifs sont (43) ;

Hig (V)P = [ H' (Dini, ) — (] HL(YP)) © (H Hy (Y))M) — HI(L,C)*(-1) ].

SEX(Y int

(iii) L'opérateur N, : H}(I',Az)* — H'(I',Az) du n°®1.2.4 induit des opérateurs (de
monodromie) vérifiant N o N = 0 et N = ppN, et compatibles entre eux (par extension
des scalaires)

N: H;R(Y) - HjR(Y)a N: HI}IK(Y)Sep - HéK(Y)Sep-

43. Rappelons que M (1] désigne la partie de pente 1 d'un C -espace M de dimension finie muni d'une action
semi-linéaire de .
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6.4. Cohomologie syntomique et cohomologie étale p-adique

6.4.1. Cohomologie syntomique. — Si i € I, on note F’ Loy, ( ;) le noyau du morphisme
surjectif 0(Y;) — O(Y;), etsi (i,5) € Is,, on note F1O( ”)PD le noyau de &/( Z])PD —
O(Yi;)-

On note Syn(Ys, 1) le complexe total associé au complexe double
[Lics Flﬁ(f/i) — [Lies Ql( i) H(z J)€l2,. F1o( m) - H(i,j)elz,c Ql(f/z}j)ggo
e e e -
Hie[ ﬁ(g) HZEI Q! ( ) & H(l NEL . ﬁ(?i.,j)PD - H(z,j)eb,c Ql(?i,j)ggo

Les H! (Ys,1) sont les groupes de cohomologie du complexe Syn(Ys, 1).

syn

6.4.2. Comparaison syntomique-étale. — Siu = (un), € Symb,(Y), etsii € I, on choisit
des relévements @;,,, et (uy)|y, comme précédemment, ce qui permet d’associer & v un 1-
cocycle ((x;,Y:)s, (%,5)i,;) de Syn(Ys, 1), en posant

. dii; n i,n
(wi,9:) = by (uy,) = ( lim oo, lim Llog £5ed)
K3 ’n®1
zij = lim log {52

(onaz; € F1O(Y; ) car u;, et u;, coincident sur Y; ;). L'image 65(u) de ce 1-cocycle
dans H}, (Yg, 1) ne dépend que de v, ce qui fournit une application

syn
65 : Symb, (V) — H! (Ys,1).

syn
Remarque 6.23. — L’application
85 : Symb (V') — Hg(Ys)#=?

dépend du choix de » — p". En effet, si on modifie » — p”, cela change p en p[e], avec
e = (l,€1,...) € Ocw, et cela change T, 5, en [6“(‘1)]Ta,52 sur Y,, et donc aussi z, s, en
Za,s, + Resq () p(a) logle].

Théoréme 6.24. — L'application 65 : Symb,(Y) — H, L (Ys,1) définie ci-dessus est un

syn
isomorphisme si p > 2 (si p = 2, c’est presque un isomorphisme).

Démonstration. — On a un diagramme commutatif dans lequel les suites horizontales sont

exactes :

0 — HY(I',Z,(1)) —= Symb,,(Y) — [ Symb,(¥;) — [[ Symb,(¥;;)

i€l (1,5)€l2,c
| | ! !

Oi)Hl(P Z t) HHsyn(YS7 ) H syn(Yiﬁl) - H Hslyn(yvi,j’l)
i€l (i:)€l2,c

Les isomorphismes verticaux sont établis dans la prop. 5.32 pour les Y; aveci € S, et dans la
prop. 4.11 pour les Y;, avec i € A, et les Y; ;. Le résultat s'en déduit. O]
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En combinant le résultat précédent avec celui du cor. 5.5, on obtient :

Corollaire 6.25. — On a des isomorphismes naturels si p > 2 (si p = 2, la fléche de droite
est un isomorphisme, celle de gauche est presque un isomorphisme)

Hy,(Ys,1) <= Symb (V) = H (Y, Z,(1)).

syn

6.4.3. Cohomologie syntomlque et complexe de de Rham. — On note HK(YS, ) le com-
plexe Syn(Ys, 1) avec F10(Z) remplacé par 0(Z) et €(Z) par O(Z) = O(Z) + 20(Z Z),
si Z =Y;,Y; ;. Le quotient HK(Y, 1)/Syn(Yg, 1) est p-isomorphe au complexe

ey - I ey
el (t,4)€I2,c

qui calcule la cohomologie du faisceau 0.
On note HKY les groupes de cohomologie du complexe HK(Ys, 1). On a une suite p?-
exacte longue

0— H? (Ys,1) = HKY — 0(Ys) — H! (Ys,1) — HKS — H'(Ys, 0) — H? (Ys,1) — HK% — 0.

syn syn syn

Proposition 6.26. — On a une suite p*-exacte

0— O0(Ys)/Oc — HL (Ys,1) — Hlz(Y5)9=? — H'(Ys, 0)

syn

Démonstration. — OnaHK?9 = HC?R(?S)% P — AP=P

s on en déduit que

HO (YS? 1) = (FlAcriS)wzp = ZPt et / syn(Y57 ) - ﬁC'

syn

Is

. 1- - ~
Par ailleurs, HK (Y, 1) est le cylindre [ Cyr(Ys) —5% Cr(Ys) ], ot Cqr(Ys)’ est obtenu
a partir de Car(Ys) en remplagant 0(2) par 0Z) si Z = Yi, Y. et comme 1 — £ est
surjectif de HO(Cyr(Ys)) sur HO(Cyr(Ys)'), on a HKY = H(}R(f/s)w:p. On en déduit le
résultat. O

Remarque 6.27. — (i) Si Y est propre, alors 0(Ys) = O et la suite devient

0— H: (Ys,1) — Hl (Ys)?=P — H' (Y, 0) — H2_(Ys,1) —

syn syn

(ii) Si Y est un affinoide, alors H!(Yg, &) est tué par une puissance de p, et la torsion de
H dR(}N/S)@:p est d’exposant non borné.
Ys,1) est représentée par une collection ((w;)i, (fi,;j)ij,(9i)i)
satisfaisant un certain nombre de relations dont w; ® 1 1®w; = df; ;. Cetterelation, modulo
on(Ys,1) = Q'(Ys). De méme, modulo
F1, le complexe CdR(YS) devient Cyr (Ys), ce qui fournit une fléche HjR(f/S) — Hix(Ys)

(iii) Une classe de H. Syn(

F1,devient w; —w; = 0, ce qui fournit une fléche H,
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et un diagramme commutatif a lignes exactes

0— 0(Ys)/Oc —= HL, (Ys,1 )%—HdR(YS)‘/’ P> HY(Ys, 0)

syn

| i l |

0—= 0(Ys)/Oc — Q' (Ys) H&R(YS)HHl Ys,0) —0

Remarque 6.28. — (i) La fléeche O(Ys)/Oc — Hslyn(YS, 1) admet la description sui-
vante 44 Si i € I notons simplement R;,R; les anneaux oY), ﬁ(f’i), et R; j, f%” les
anneaux (Y} ;), ﬁ(f’i’j), si (i,7) € Io.. Soitalors g € O(Ys). Sii € I, choisissons un
relévement §; de la restriction ¢g; € R; de g2 Y. La famille g = ((dg;):, (1 — %)g,»)i, (3; ®
1 —1® g;)i,;) est un 1-cocycle du complexe Syn(Yg, 1), dont la classe de cohomologie ne
dépend que de g, puisque, si ¢’ est un autre choix, alors §’ — § est le bord de (g, — §;); et
3, — §i € F'R; par construction.

(ii) La recette ci-dessus fournit aussi une application naturelle &/(Y)** — Hg (Y5, 1). Si
u € O(Y)**, on choisit un relévement @; € R; de la restriction u; € R; de u a U;. Comme
vp(u; — 1) > 0, la série définissant log @; converge dans R[l] ; notons g; sa somme. On
a(l— %)f]i =1 Iog( ul)) € R; car % € 1+ pR;. On a aussi dj; = Ugf’ e Ol et
i ®1-1®g; = log ;‘é‘%l € FIR” puisque 1%@1 el+ FlR” La famille A(@) :=
((dgi)i, (1= £)Gi)i, (i ®1 = 1®gj)i,5) estun 1- cocycle du complexe double Syn(Ys, 1),
dont la classe de cohomologle ne dépend que de  car, si i} est un autre relévement de u, alors
Iog— € FR; puisque = @ € 1+ F'R;.

L'application ci- dessus se prolonge, par continuité, en une application naturelle
Z,20(Y)* — HL (Ys,1). Pour le voir, on écrit un élément u de Z, ® O(Y)**

syn

4 . . .
sous la forme [ [, ul, et on envoie u sur la classe de -, -, p"A(7,,) avec des notations
évidentes. Il faut vérifier que ceci ne dépend pas de I'écriture et du choix des 1, ; cela revient

b . n ~
a prouver que, si [[,5oul = 1,alors 3 -, p"A(i,) est un cobord. Dans ce cas, ug est

** et donc aussi dans &'(Y)**, et on peut choisir la

une puissance p-iéme dans Z, ® O(Y)
. LN n—1 . . Y ~
racine p-iéme vy telle que vo [[,,~, u?, = 1. On choisit un relévement 7y de vy et alors

A(tg) = pA(tg) + dxg (ot d est la différentielle de Syn(Yg, 1), i.e. A(@g) — pA(Tg) est un

n—2

cobord). De méme, vou; = v} avec vy anz uP” " =1,et A(Totiy) = pA(D1) + duxy, etc.
Mais alors
A(tig) + pA(iin) + p* Aliig) + - - - = dxg + pA(Totin) + p* Alliz) +

= dxg + pdry + p?A(vydz) + pPAldsz) +

= dzg + pdx1 + p*xo + - = d(v0 + pr1 + pPT2 + )

Autrement dit, >, -, " A(%y,) est un cobord, ce que I'on voulait.

44. Elle n'est définie que sur le sous-groupe &’ (Yg) des g tels que (1 — %)g}l € R;, pour tout 7. Le quotient
O0(Ys)/0'(Ys) est tué par p.
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(iii) Les deux applications ci-dessus se correspondent via 'exponentielle : si ¢ € 0(Ys),
alors exp(2pg) € O(Y)** et le diagramme suivant est commutatif :

g—exp(2pg)

OYs) ———= o)™

i i

HY (Ys,1) —22" L 11 (vs,1)

syn syn

(iv) La composée de O(Y)** — H} (Vs,1) — HL}R(?S)“’:” fournit des classes de tor-

syn
sion : si N € N est tel que NG € R; pour tout i, alors pVe est le bord de (p™ §;)icr, et
la classe de f dans HKg = HJ} (Ys)?=P est tuée par pV. On en déduit que l'application
composée

Zp® O(Y)™ = Hy,(Ys, 1) — (Hjp (Ys)*P)#="

est identiquement nulle.

6.4.4. Monodromie. — Pour remédier au probléme soulevé dans la rem. 6.23, on va étendre
les scalairesd Ay = Agis[Log D] PD o Log p est transcendant sur A, pour faire disparaitre la
¥ monodromie autour de p ®. On munit Ay d'une action de ¢ en posant ¢(Log p) = p Log p

et de la dérivation N = #.
og p

Ay — 0. Notons que Ay contient log(p[e]) = Log p+log[e] puisque log[e] € Acyis, et comme

. N
Ona Ny = ppN et une suite exacte 0 — Ay — Ay —

¢(logle]) = plog[e], ni Ag, ni ¢ ni N ne dépendent du choix de p (ou, ce qui revient au méme,
der —p").
Sur Ay ® 4., H}z (Ys), on dispose du frobenius ¢ = ¢ ® ¢ et de la monodromie N =
N ®1+1® N, et comme N? = 0 sur Hj; (Ys), 'application
z— t5(z) =1® 2z — (Logp) ® Nz

définit un isomorphisme

Lp: HjR(?s) = (Ast®A ijR(?S))NZO

cris

qui commute & I'action de ¢ (et dépend de p).
Soit o : Hslyn(YS, 1) = Hj; (Ys)#=P la surjection naturelle (cf. (ii) de la rem. 6.27).
Proposition 6.29. — L’application
15 oa0dy: Symb (V) = (Ax® 4, Hig (V)N ="

et la suite exacte
0= O¥5)/0c = Symb,(¥) = (Au® a Hin (Vs) =77 =0
ne dépendent pas de r — p”.

Démonstration. — Comme on I'a vu dans la rem. 6.23, changer p en €p change les 2, 5, en
Za,s; + Resq(24) u(a) log[e]. On en déduit la formule

a0 051 (u) = a0 dz(u) + N(aods(u))logle].
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Maintenant
tre](x) = 1 ® x — (logp + logle]) ® Na = 15(x) — log[e] ® Nx.
On en déduit I'identité
tple] (@ © Opfe) () = t(a 0 05(u))

qui permet de conclure. O

6.4.5. Affinoides. —

Théoréme 6.30. — SiY est un affinoide, on a une suite p?-exacte (4%)

02,001 = H} (Ys,1) = (H (Ys)*®)*=? — H'(Ys, 0).

syn
Démonstration. — Il résulte du (iv) de la rem. 6.28 que 'on a un complexe Z,, ® &/(Y)** —
Hyy (Y, 1) = (Hgg (Ys)*F)#=7,

e L'exactitude & gauche, i.e. I'injectivité de Z, ® (Y )** — Hslyn(Ys, 1), est une consé-
quence du théoréme de comparaison symboles-syntomique (th. 6.24) et de la suite exacte de
Kummer en cohomologie étale.

e Pour prouver l'exactitude au milieu, partons d'un 1-cocycle ¢ = ((w; )i, (fi)is (9i,5)i,5)
dans I'adhérence de la torsion. Maintenant, ¢ étant dans ’'adhérence de la torsion, il en est de

méme de sa restriction a Y;, et il existe 9; € Z,, ® R:‘* tel que w; = ﬁii et f; =~(1 — %) log ;
(cf. prop.5.32sii € S, et prop. 4.11 (plus lemme 4.4) si i € A.;en fait 0; € R}*,sii € A,,
car R}* est complet pour la topologie p-adique).

’fé@% = gij € F'R; j. On en déduit, si v; = 6(0;), que v; = v; (resp. vy = v}
sip = 2)surY; ; car log v; = log v, (ce qui implique que le quotient est une racine de 'unité
N %®1

) 1®’l~)j
dans A;s dont le logarithme est entier, et donc est égalea 1 (oua —1sip = 2).

Alors log

d’ordre p™) et log est entier, ce qui implique que cette racine de I'unité a un relévement

Les v; (resp. les v?) se recollent donc pour donner naissancea v € Z, ® &/(Y')**. Maisalors
c—05(v) est dans 'adhérence de la torsion et dans H' (I, A?..”). Une petite modification dela
preuve du lemme 6.16 permet alors de prouver que c—d;(v) est dans I'image de Z,, ® €'(Y')**,
ce qui permet de conclure.

e Comme Z, ® O(Y)** se surjecte sur (H(}R(f/s)tors)‘/’:p, et comme cette fléche se fac-
torise a travers Hsl),n(Ys, 1) dont l'image dans H'(Ys, &) est nulle, cela induit, par pas-
sage au quotient, la fléche (H (}R(ffs)se?)“":p — H'(Ys, 0) du théoréme. L’exactitude en
(H (}R(f/s)sep)w:p est alors une conséquence de ce qui précéde et de la prop. 6.26.

Ceci permet de conclure. O

45. Rappelons que H1(Ys, O) est tué par p»V, pour N assez grand.
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Remarque 6.31. — Il résulte du (iii) de la rem. 6.27 que la suite exacte du th. 6.30 se compléte
en le diagramme commutatif suivant

0—>Z,R0(Y)*™ — H} (Y, 1) —= (HL (Ys)*P)¥=P —= 0

syn

H | |

~ dlo
0—=2Z,80(Y)™* —— Ql(Ys) HL (Ys)® —> 0

N(S)

dans lequel la ligne du haut est p -exacte et celle du bas est un complexe (exact a gauche

et & droite mais pas au milieu).

6.4.6. Le théoréme de comparaison pour les courbes quasi-compactes. — En modi-
fiant le diagramme du (iii) de la rem. 6.27 grace a lisomorphisme du (i) du th.6.21
et a la suite exacte du th.6.30, on obtient le résultat suivant, a la surjectivité prés de
(B @ Hix (Y)*P)N=0¢=pP 5 H(Y, 0) dans le cas compact (dans le cas non compact, on a
H(Y, 0) = 0 et cette surjectivité est triviale; voir le (i) de la rem. 6.33 pour le cas compact).

Théoréme 6.32. — SiY est une courbe quasi-compacte, on a un diagramme commutatif dont
la premiére ligne est exacte et la seconde est un complexe :

0—> Q@ O(Y)*™* —= Hy,(Y,1) —= (B ®¢ Hiy (Y)*)N=0¢=F — H'(Y, 0) — 0

| | i H

~ dlo
0—Q,BOY)* —% Ql(Y) HL (V)P HYY,0) —0

Remarque 6.33. — (i) Si Y est propre, alors
Q@O(Y)™ =0, Hyx(Y)*? = Hyg(Y), dimq, Hpou(Y,Qy(1)) < 00,
et la suite du haut devient

0— Hiooo(Y,Qu(1)) = (B ®p Hi (Y))N=2¢=? — H'(Y, 0) — 0.

proet

L’exactitude & droite peut se prouver en utilisant un argument de Dimensions d’Espaces de
Banach : (B ® Hlx (Y )*P)N=0¢=P et H(Y, 0) sont les C-points d’Espaces de Banach Xy
et X4r de Dimension finie (46) et la fleche ci-dessus s'étend en un morphisme f : Xg = Xgg.
SiY est de genre g, alors Xgr est I'espace trivial V9, de Dimension (g, 0), tandis que Xj; est
de dimension ), _; (1 — 4, 1), ott les 7; sont les pentes de ¢ sur Hyp (Y') avec multiplicité;
comme 0 < r; < letr; — 1 — 7; est une bijection de I'ensemble des r; car le cup-produit
induit un accouplement parfait, commutant a ¢, de Hpy (Y) x HLg(Y) dans C(—1) =
H2x(Y), on a Dim(Xy) = (g,2g). On conclut en utilisant [17, cor.5.17 (ii)] ou bien en
utilisant le fait que dimq, Hp,.e (Y, Qp(1)) = 2g et la formule

Dim(Im f) = Dim(X) — Dim(Ker f) = (g,2g) — (0,2g) = (9,0) = Dim(Xgr).
46. L'espace Xy est le foncteur A — (B} (A) ®p Hig (V))V=0:9=P, T'espace Xgp est le foncteur A — A ®c¢

HY Y,0) et f = (fa)a,avec fA = 0A ® L{{K, ol Oy : B:tr (A) — A est I'application habituelle, et Lf—IK est
I'application de Hyodo-Kato composée avec la surjection H, (Y) — H1(Y, 0).
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(i) si Y n’est pas propre (i.e. Y est un affinoide), alors H*(Y, &) = 0, et la suite devient

0—-Q,®0(Y)*™* — H!

proet

(Y,Q,(1)) — (B @p Hig (V) P)N=0¢=F 0

En particulier, H;met(Y, Q, (1)) n'est pas de dimension finie sur Q,, puisqu'il contient Q, ®
(O(Y)**/1 4+ m¢) qui est un C-espace de dimension infinie (isomorphe a &(Y')/C par le
logarithme).

7. Affinoides surconvergents

Dans ce chapitre, on regarde ce qui se passe quand on transforme un affinoide en courbe
sans bord en le rendant surconvergent : il est bien connu que cela simplifie nettement la
structure de la cohomologie de de Rham, et la cohomologie proétale p-adique prend aussi une
forme plus sympathique (th. 7.6, 1a cohomologie proétale (-adique, pour ¢ # p, quant a elle ne
change pas). On donne aussi deux interprétations du groupe (B ® » Hyyx (X)) V=0¢=P, pour
X courbe propre, en termes du revétement universel du groupe p-divisible de la jacobienne
de X, l'une (th. 7.9) via la description de la cohomologie proétale p-adique, I'autre (th.7.12)
via I'intégration p-adique.

7.1. Cohomologie d'un affinoide surconvergent

7.1.1. Structure surconvergente sur un affinoide. — Soit Y un affinoide lisse de dimension
1 sur C. On fixe une structure surconvergente Y ' sur Y : on plonge Y dans I'intérieur d'une
courbe quasi-compacte X (par exemple en recollant des boules ouvertes le long des cercles
fantomes a la frontiére de Y pour obtenir (cf. prop. 3.15) une courbe propre). On choisit une
triangulation Sx de X contenant une triangulation Sy de Y, et donc on a une inclusion de
squelettes I'(Sy) C I'(Sx).Sid > 0 est assez petit, alors {r € I'(Sx), d(r,T'(Sy)) < §} est
le squelette d'une triangulation d'un sous-affinoide Y; de X, et Y est contenu dans l'intérieur
deYs sid < §';deplusNssoYs = Y. Alors YT estla® limite projective ¥ des Y5, pour § > 0,

o) =lim,_ O(Y)

et les Y5, pour § > 0, forment une présentation de Y. Le sous-anneau &'(Y'T) de &(Y) (des
fonctions surconvergentes sur Y') dépend du choix de X (ou, ce qui revient au méme, de la
présentation par les Y;), mais deux présentations différentes donnent des (Y 1) isomorphes
(non canoniquement). En pratique, Y est souvent un sous-affinoide d'un X comme ci-dessus
et on dispose alors d'une présentation naturelle, mais dans le cas contraire tous les objets
considérés dépendent du choix d'une présentation.

Si 0 est assez petit, alors Y5 \ 'Y est contitué de couronnes, une par cercle fantéme 4 la fron-
tiére de Y, ouvertes du c6té de Y et fermées de I'autre c6té : si X est obtenu en recollant des
boules ouvertes D;, on peut identifier D, a la boule unité modulo le choix d'un paramétre
local z;, et alors Y5 \ Y est la réunion des couronnes {z; € D;”, 0 < v,(z) < d}.
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7.1.2. Cohomologie de de Rham. — On définit les Hi; (Y'T) comme les groupes de cohomo-
logie du complexe O(YT) — Q'(YT).Ona

HR(YT) =C et Hg(Y'") = lim, Hgp (Y5)-
Proposition 7.1. — L’application naturelle Hj, (Y1) — H, (Y)*P est surjective.

Démonstration. — Fixons § > 0. Siw € Q!(Y), on peut écrire w comme la limite d'une
suite (wy, )n>0, avec wy, € Q' (Ys), lasuite convergeant dans Q2! (V') mais, en général, pas dans
Q!(¥p).

Soit W = H}; (Y)*P, et soit pr : Q' (Y') — W la projection naturelle. Alors W est de di-
mension finie; choisissons en une base ey, . . . , ¢4, et munissons W de la valuation vy (z1e1 +
-+« + xgeq) = inf; v,(xz;). Choisissons w; € Q!(Y') ayant pour image e;, et écrivons w;
comme la limite d'une suite (w; ,,)n>0 comme ci-dessus. Alors pr(w; ;) tend vers e;, et il
existe n; tel que f; = pr(w; ) vérifie vy (e; — f;) > 0. Les f; forment donc une base de W,
qui est incluse dans I'image de la fleche H}; (Y1) — H1; (Y)*P.

Ceci permet de conclure. O

Si 3 > a > 0, on choisit une triangulation de Y adaptée a Y,, et Y (on peut supposer, ce
que nous ferons, que S \ S, = 9Y3). Cela nous fournit des modéles sur &, semi-stables,
Ys CYs, CYs,deY CY, CYs.Onnotel’ C T’y C I'g les graphes correspondants :
ces graphes ont la méme cohomologie car on passe de I'un a 'autre en changeant juste les
longueurs des arétes issues des points de 9*4Y (et en rajoutant des points sur ces arétes).

Lemme 7.2. — L’application naturelle Hj;(Y3) — Hz(Y,) se factorise a travers
Hg (Yp)*.
Démonstration. — Si & = «,f3, notons Hj;(Y5)o le noyau de l'application w +>

Res(w), i.e. Ker[Hzp(Ys) — HY(Ts,C)*]. Comme H!(I',C)*, qui est isomorphe a
Hp (Ys)/Hlz (Ys)o, est un quotient de HJ(Y5)*P, il suffit de prouver I'énoncé pour
Hig(Yg)o = Hig(Ya)o-

La prop. 6.8 nous donne (aprés avoir inversé p) un diagramme commutatif, dont les lignes
sont p~ -exactes (avec N dépendant de « et 3)

0— Hl(F,Ba C) — Hle(YB)O - Hsesg HL}R(YB?S)O >0

H i i

0 — HY(T,,C) %H&R(Ya)o — HseSa HU-}R(Y<> Jo—=0

«,s

La fléche de droite est le produit sur s € Sg des fleches naturelles :

esis € S, \9Y,,alors Yﬁ?s = Ylﬁ o et la fléche correspondante est I'identité,

e sis € 0Y,, alors YB?S est une compactification de Y0, obtenue en recollant des boules
ouvertes le long des cercles fantémes appartenant a Y; a la frontiére de Y, et la fléche est
l'injection naturelle,

o si s € 0Yp, la fléche correspondante est identiquement nulle.
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On conclut en utilisant le th. 6.14, qui fournit une suite exacte

0= H'(Tpine, O) = Hig(Ya)o" = [ Hir(¥5)67 =0,
SESp

le fait que I'sin¢ et I's ont méme cohomologie, si § = a, f3, et les égalités HjR(YBO, S)Zep =

HjR(YB?S)O = HjR(Yﬂ?S), sis € S5\ 0S5 (car Y5<>’S est propre), et HC%R(YQ?S)?P = 0si
s € 0S5 (car Yp 5 est un disque).

Corollaire 7.3. — (i) Si § > 0, 'application naturelle H}; (Y5) — H}z(Y'T) induit un iso-
morphisme H} (Y5)*P = Hi (YT).

(ii) Le groupe H; (Y1) est de rang fini et admet une filtration naturelle dont les quotients
successifs sont :

Hi (Y1) = [ H'(T,C) — [Liesy) HR (V) — HX(T,C)* |.

Démonstration. — D’aprés le lemme 7.2,0na Hj (Y1) = lim H i (Y5)P. Or on déduit
du th. 6.14 que Hj; (Y3)*P — Hj; (Y, )P est un isomorphisme si 3 > « (la surjectivité est
immédiate sur la description du théoréme, et l'injectivité résulte de ce que H (Y.0)oF =
si s € QY car s est un cercle et Y0 est un disque).

Cela prouve le (i), et le (ii) s'en déduit en utilisant de nouveau le th. 6.14, le fait que I's ;; et
I's ont méme cohomologie si § > 0, et le fait que Hj; (P') = 0 pour passer de Sa $(Y). O

7.1.3. Cohomologie de Hyodo-Kato. — Si 8 > «, on a un morphisme de complexes
C(IR(?B) — C(IR(?&) (comme ci-dessus, ce morphisme est l'identité sur toutes les compo-
santes Y,, Vs, Yy 5, pour a € A, et s € S,, et est 'application nulle sur les autres).

On en déduit une application naturelle Hj (Y3) — Hpx(Y,) commutant & p et N et
qui se factorise a travers Hy (Y3)*P, et on définit H} (Y1) par

Hiy (Y') = li_n}5>0 Hie (Ys) = H_I>n5>0 Hige (Y5)™.

Les isomorphismes C ® 5 Hyj (Y5)*P = H}, (Y5)*P = Hjp (Y1) montrent que I'application
naturelle Hy (Y5)*® — Hix(YT) est un isomorphisme pour tout § > 0. En reprenant les
arguments de la preuve du cor. 7.3, on déduit de la rem. 6.22 le résultat suivant :

Proposition 7.4. — Le groupe H}x (Y1) est de rang fini sur C' et admet une filtration natu-
relle dont les quotients successifs sont :

Hig(Y") = [ H'(T, O) — [L,exqy) Haw(YF) — HAD,C)* (~1)].

Remarque 7.5. — En passant a la limite dans le (i) du th. 6.21, on en déduit un isomorphisme

tak : C R HI}IK(YT) = HjR(YT).
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7.1.4. Cohomologie proétale p-adique. — On définit H}}met(Y‘L7 Q,(1)) par:

H;}roet(YTﬂ Q1)) = li_n}5>0 H]}roet(Y;S’ Qy(1)).
(Notons que Hgmet(}%, Q,(1)) = HX(Y5,Qp(1)) car Y est quasi-compact.)

En passant a la limite quand § — 0 dans le diagramme du th. 6.32, et en utilisant I'isomor-
phisme H}, (Y5,1) = HL(Y5,Q,(1)) du cor. 6.25, on obtient le résultat suivant.

syn

Théoréme 7.6. — SiY T est un affinoide surconvergent, on a le diagramme commutatif fonc-
toriel d’espaces vectoriels topologiques suivant :

0—= O(YV1)/C == Hlou(Y1,Q,(1)) —= (BE @ Hly (Y1) V0977 —> 0

| | o

0— oYh)/C Ql(yt) i HL (YT 0
dans lequel les lignes sont exactes et toutes les fleches sont d'image fermée.
Démonstration. — Comme Q, RC* = 0, on peut supposer que toutes les fonctions qui

interviennent prennent la valeur 1 en ), ou Q € Y est fixé. Sous cette hypothése,si0 < §’ <
Setsig e O(Ys)**, alorsg € 1+ p*9 (V) d’aprés la prop. 2.9 (car g — 1 s'annule sur
Ys, en Q). Il en résulte que, si (f,,)nen est une suite d’éléments de &'(Y5)**, alors [, eN li
converge dans & (Y5/)*. On en déduit que

lim Q, (0 (Ys)*™ /C*) = Q@ (6(YT)™/C™),

ce qui fournit le diagramme ci-dessus avec Q, ® (O(Y)**/C*) au lieu de (Y T)/C. On
conclut en utilisant le fait que log f converge dans 0'(Y 1) si f € &(YT)**, et que log induit
un isomorphisme

Q@ (O(YT)*/C*) = o(yT)/C.

Les fléches horizontales sont d’image fermée car H, (Y1) est séparé, et donc Hyy (Y1) aussi.
La fléche verticale de droite est d'image fermée car c’est la trace sur les C-points d'un mor-
phisme d’Espaces de Banach de Dimension finie [13] (on peut aussi utiliser [35, Lemma 3.3]
au lieu de la théorie des Espaces de Banach de Dimension finie). Cela implique que la fléche
verticale du milieu est d'image fermée (le conoyau s'injecte dans un espace séparé). O

Remarque 7.7. — Si{ # p,ilrésulte duth. 6.3 quel'application naturelle A ;met (Vs5,Qu(1)) —
leroet (Y, Q(1)) est un isomorphisme pour tout § > 0. Il s’ensuit que I'on a un isomorphisme

H;}roet(YT7 QZ(]‘)) % ngoet(y7 QZ(]‘))7

et donc que rendre un affinoide surconvergent ne change pas sa cohomologie proétale (-
adique, si £ # p; c'est trés loin d’étre le cas si £ = p comme le montre une comparaison des
th. 7.6 et 6.32 (ou plutét du (ii) de la rem. 6.33).



COHOMOLOGIE DES COURBES p-ADIQUES 93

7.1.5. Le revétement universel du groupe p-divisible de la jacobienne. — Soit X une courbe
propre définie sur un sous-corps complet K de C'; notons .J sa jacobienne; alors J(C) est na-
turellement un groupe de Lie sur C'. On note J l'ensemble des suites 2 = (2 )nez d’éléments
de J(C') telles que z,, = p-xy41, pour toutn € Z, et z,, — 0 quand n — —oo. Alors J estun
Q,-espace vectoriel muni d’'une action continue de G’ et contenant V,,(J) = Q, ®z, T),(J)
(qui n’est autre que le sous-Q, -espace vectoriel des = (xy,)nez, avec z, = 0sin < 0).
L’application logarithme
log, : J(C) = C ®k Lie(J)
induit une application
log ; : J — C @ Lie(J)

(envoyant () to p" log ; <y, pour n'importe quel choix de 1), et donne naissance 4 la suite
exacte

0— V,(J) = J = C®x Lie(J) = 0

de G g -modules.

Remarque 7.8. — Supposons que X est obtenu en compactifiant un affinoide Y par recol-
lement de boules ouvertes D, le long des cercles fantémes a la frontiére de Y. Notons ¢ :
X — J l'injection envoyant P € X sur la classe de P — Py, out Py est fixé. Si > 0, soient
Ys = Y\ (U; D(P;,8)7) et Hg le sous-groupe de .J engendré par les «(D(F;,6)7). Ona

une suite exacte
0= Q®(O(Y5)™/C*) = Hy(Ys, Qy(1))o — V,(J/Hs) — 0,

pour tout § > 0. Maintenant, les boules fermées D(P;, §) se plongent dans X, ce qui implique
que l'image de H; par log ; est un sous-groupe ouvert borné de C' @ k Lie(J) et que le sous-
groupe de torsion de Hj est fini; on en déduit que T),(J/Hj) est un réseau de J et donc que

Vp(J/Hs) = j,pour tout 0 > 0, et donc ma‘/f)(‘]/Hﬁ) =J.

En passant a la limite dans la suite ci-dessus, on en déduit une suite exacte fonctorielle
C——= 0" = HL(YT,Qy(1))g —= J — 0.

En comparant les suites exactes de la rem. 7.8 et du th. 7.6, on en déduit le résultat suivant
qui admet une interprétation en termes d’intégration p-adique comme nous le verrons au

n°7.2.1 (cf. th.7.12).

Théoréme 7.9. — On a un isomorphisme naturel
b+ J 2 (BE ©p Hi (X))N=0%=,

Remarque 7.10. — (i) Si, au lieu de .J, on considére un groupe p-divisible ¢ sur ¢, et qu'on
définit le revétement universel ¢ de maniére analogue, alors on a un isomorphisme naturel

([22, ch. 4] ou [44, sec. 5.1])

~

9 = (By;, ®s D(¥))777,

cris
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ott D(%) est le module de Dieudonné (covariant) de %. On pourrait en déduire le th. 7.9 dans
le cas ot X a bonne réduction.

(ii) Hig(X) est contravariant en X, mais est aussi isomorphe & Hl (X)*(—1), et c’est
sous cette forme qu'il apparait dans le th. 7.12 qui est la généralisation naturelle de I'énoncé
pour les groupes p-divisibles.

Remarque 7.11. — Soient X propre et Y un affinoide munis d'une triangulation S assez fine,
et donc d’'un patron. La filtration sur Hy (X ) ou Hyjg (Y)*P induit une filtration sur J.On
note Hy (X)o et Hiy (Y)5P les noyaux des fleches vers H (I, C')*(—1) ; I'opérateur N est
identiquement nul sur ces sous-groupes (ce qui explique que I'on peut utiliser B au lieu de
B: dans les énoncés ci-dessous).

(1) Si X est propre, notons _# le modéle de Néron de J, #" la composante connexe de
s JO)
par H(T',Z) © G, qui s'identifie  Pic(X¥)). Le groupe .J vit dans une suite exacte

0, et J°P la fibre spéciale de ¢ 0 (c’est une variété semi-abélienne, extension de [

0= Vi (7°(0c/p)) = T = Vy(mo( 7)) = 0,

ot o (_# ) est le groupe des composantes connexes (isomorphe a (Q/Z) ® H'(T',Z)*). Ona
de plus des isomorphismes

Vo(J*(Oc/p)) = Vo( I (Oc/p)) = (Bl @¢ Hi (X)o)*77,
Vi(mo( 7)) = H' (I, Q)" = (B, ®p H' (I, C)* (1))~

(ii) Si Y est un affinoide, reprenons les notations du (ii) de la rem. 6.22 décrivant le groupe
H, éK (Y)*P. Rappelons que Y;P est, par définition, la compactifiée de la fibre spéciale classique
de Yg; cela fait que Hyy(Y)o? est un quotient de H, (Y )o, sous-groupe du groupe de
cohomologie log-cristalline des éléments dont les résidus sont nuls en tous les points avec
une structure logarithmique. On note ngint la réunion des Y, pour s € Siy. Soient J¥ =
Pic(YS) et Jih = Pic(Yssl;nt). Alors J* et J;¥ sont des variétés semi-abéliennes, et on dispose
d’une fléche naturelle J* — J.> ; on note J.%, le noyau de ce morphisme. On a, comme ci-
dessus, un isomorphisme

(Bais B¢ Hoso(Ys)0) 7~ =V, (JF (00 /p))

cris

et un diagramme commutatif a lignes horizontales exactes :

O - Vp(Jes)r:t(ﬁC/p)) - (B:;is ®C‘ Hclris(Y.;p)O)@:p - VP(Jler’t(ﬁc/p)) e 0

/ } H

0 —= Vy(Jh(kc)) —= (B, @ Hii (Y)o") 9™ — V,(Jin(Oc/p) — 0

cris
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7.2. Comparaison avec I'intégration p-adique

Dans ce paragraphe, C' = C,, et K est une extension finie (47) de Qp, X est une courbe
propre et lisse définie sur K et J est sa jacobienne. On fixe Py € X (C)etonnoter: X — J
le plongement envoyant P sur la classe du diviseur P — F.

7.2.1. L’accouplement de périodes. — L'’intégration p-adique induit des accouplements de
périodes, G g -équivariants :

()bt Hr(X) ®q, J = B, (. )c, : Hr(X) ®q, J — C,,

etona(, )c, =00 (, )By-
Passer par I'extension universelle .J de .J permet d’en donner une définition particuliére-
ment compacte (cf. [12, prop. B.2.2]). On dispose d’applications naturelles G i -équivariantes

(Lemme 12 ou § B.2 de [12]) :
lc, ¢ j—) j(cp)v LBy * j—> j(B;iFR)

définies de la maniére suivante : si & = (£, )nez € J, on choisit une suite bornée (&, ),cz de
relévements des x,, dans J(C,,) (resp. .J (B;R)), et on envoie z sur la limite de p” - £,,, quand

n — 400, la multiplication par p™ étant celle sur J.On a, bien évidemment,
tc, = 00 ipy-
Maintenant, si
log7: J — Hi(J)* = Hix(X)*
est le logarithme de J a valeurs dans son algeébre de Lie, etsin € H jR (X)etz e f, alors
(1, 2)Bg = (log7otpy (), Mar et (n,z)c, = (logjoic, (), M)dr-

De plus, log 7 oup, : J — BCTR QK HjR(X)* est injective (c’est une conséquence de la non
dégénérescence de l'accouplement de périodes, cf. [12, th. II.3.5] par exemple).
Notons que B} ®¢, Hly(Xc,)* s'injecte dans B @ x Hip (X)*.

Théoréme 7.12. — (i) L'application log 7 otp,, : J — Bl @ Hlp (X)* se factorise a travers
(B @, Hiy (X)) =09=".

(ii) Si on identifie Hj; (X)* a Hj; (X ) grace au cup-produit a valeurs dans H%; (X) = K,
alors

(B @, Hin(X)")N =091 = (Bf @ Hi(X))V =" et logzom,, = in.

47. Cette restriction est due au fait que l'intégration p-adique [8, 12] est développée dans ce cadre. Mais les mé-
thodes de [12] permettent d’étendre cette intégration sur une variété abélienne A, dans le cas général, au sous-groupe
de A(C) des x tels que N!z tend vers 0 quand N — oo (si C = Cp, tout x vérifie cette condition). Cela suffirait
pour étendre ce qui suit au cas ol v, est discréte sur K et C est le complété de sa cloture algébrique.
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Remarque 7.13. — L'inclusion de log 7 OLBdR(j) dans (B ®e, Hp (X)*)N=0:0=1 traduit
le fait que la restriction de 'accouplement de périodes ( , )p,, & Hyx(X) est & valeurs dans
B, et commute aux actions de o et NV sur H}y (X) en plus de celle de G sur J (cf. [11, 10]
pour des résultats dans cette direction).

Démonstration. — Soit Y un affinoide de X, complémentaire d'un nombre fini de boules
ouvertes. On a un diagramme (le 0 en indice indique le sous-groupe des classes sans résidus
le long des cercles fantémes a la frontiére des boules enlevées) :

~ log 7 OlByy

H;roet(YCTpvQP(l))O BlJirR ®K HjR(X)*

L H

0 e 1R ~
(B @, Hi (Y3, Jo) V=00 " B e i (Vo = B 01 Hlg(X)

dans lequel les deux fléches partant de H;met(YCTp, Q,(1))o proviennent de la suite de Kum-
mer (pour 'horizontale) et de la comparaison avec la cohomologie syntomique (pour la ver-
ticale), et ont méme noyau. Il s'agit de prouver que le diagramme commute.

1l suffit donc de prouver que, si v € J, et si (fn)nen est un relévement de v dans
Symb,,(Y5), alors log 7(tp,, (v)) = (WdR(%))neN). On va prouver cet énoncé aprés appli-

cation de 6 (i.e. en remplagant t4x par Lc,, ce qui évite de choisir des fn), et indiquer les
modifications a faire pour prouver le résultat pour tqr. Pour prouver I'énoncé avec ic,, on
va utiliser une fonction de Green du diviseur © pour construire un relévement de v dans

Symb,(Y5), avec § > 0 fixé.

7.2.2. Formes différentielles de troisiéme espéce. — Rappelons qu'une forme différentielle
méromorphe sur X est dite :

o de premiére espéce si elle est holomorphe,

o de seconde espéce si les résidus en ses pdles sont tous nuls,

o de troisiéme espece si elle n'a que des poles simples et si les résidus en ces p6les sont des
entiers.

Si w est de troisiéme espéce, on note Div(w) son diviseur : Div(w) = > Res,w - (2);
il est de degré 0. Siw = %, alors Div(w) = Div(f). Alors .J est le quotient du groupe des
formes de troisiéme espéce par celui des % ; application naturelle 7 : J — J est induite
par w ~— Div(w), son noyau est 'espace H°(X, ') des formes de premiére espéce. Enfin, le
quotient de I'espace des formes de seconde espéce par celui des df est Hj; (X).

Choisissons une base wi, .. ., w, de QL (J), et notons 01, . . . , 9, la base duale de I'espace
des formes différentielles invariantes sur J (onadoncdf = >_7_, 9; f w;), et \; lelogarithme

de J solution de I'équation différentielle dA; = w;.
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Soit © le diviseur de J, image de X9~ par (Q1,...,Q4-1) = €u(Q1) & - S L(Qy—1)-
Siu € J est général, l'intersection X, de ¢(X) et (48) 4 @ O est constituée des ¢ points
Qu,-- -5 Qu,g solutions de 'équation t(Qy1) B -+ B 1(Qug) = u.

Soit G une fonction de Green de © (cf. n° 2 de [12, § I1.2]). Si u est général,

i = (A0 G(x © u)))

est une forme différentielle de seconde espéce sur X, holomorphe en dehors de poéles
doubles en les points de X,,, dont I'image n; dans H, 3R(X ) ne dépend pas de u. De plus,
Wi, .., "Wy, My - . ., Mg forment une base de HjR(X), ce qui nous fournit un scindage de
la filtration de Hodge (cf. [12, prop. I1.2.4]).

Si w est général, soit

Bu = " (dG(z © u)).

Si u et v sont généraux, alors 3, — B, est une forme différentielle de troisiéme espéce dont
le diviseur Div(83, — 8,) est X, — X,,. De plus, les 3, — 3, engendrent un supplémentaire
de H°(X, Q') dans l'espace des formes différentielles de troisiéme espéce [12, prop. IL.2.9].
Toute forme /3 de troisiéme espéce peut donc s'écrire sous la forme 3 = 3° + > TP, o1
B° € HO(X, Q') est uniquement déterminée, Y n,, = 0, et les u sont des points généraux
de J tels que Div(8) = Y_ n, X,,. On a alors (cf. [12, th. I1.2.11]) :

g g
log7(8) = B+ Y Y Ni(wni = B+ > \i(Div(B))n;.
u i=1 i=1
Remarquons que G n’est unique qu'a addition prés d'un polyndme de degré < 2 en les A;. Il
s'ensuit que, si 3 est donnée, on peut choisir G de telle sorte que 3° = 0.

7.2.3. Fin de la preuve du th. 7.12. — Soit donc v = (vp)nez € J.Le groupe J est un Q-
espace vectoriel; on pose U, = tc,(p~"v),si n € Z. Alors (Un)nen est une suite bornée de
points de j, etona () = vy pour tout n.

Soit u € J général, tel que X,, C U;D(P;, 1), et tel que u @ v,, soit général pour tout n.
Comme v,, — 0 quand n — —oo,ona Xy,gq,_,, C U;D(P;, 1), sin > ng. Dans la suite, on
suppose que l'on peut prendre ng = 0, et que A;(vp) est suffisamment petit pour que le reste
du développement de Taylorde Genz S u

Gzouep® v)—Gaeu) + Y 0G(xeu)(v,)

i=1

2n+2 sur Y, pour tout n € N (Cest possible en remplagant v par p™v,

soit divisible par p
ce qui ne fait que tout multiplier par oV, grice a [12, Lemme 11.2.6] et au fait que \;(v,,) =

PN (Uo)~)

48. On note @ 'addition sur J.
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On note 3, la forme différentielle de troisiéme espéce, de diviseur X, g, — X, dont

I'image dans J est Up,. On a alors
ﬁn :ﬂué@vn _Bu+ﬁrr01a avecﬂg EHO(XuQI)7

et donc
g
log 7(tc, (v)) = p™log7(B,) = p™ (By + Z Ai(vy)m;), pour toutn € Z.
i=1

Comme p" \;(v,,) ne dépend pas de n, il en est de méme de p" 30 et, quitte & modifier G par
un polyndme de degré < 2 en les \;, on peut supposer que 39 = 0 pour tout n.

Sin > 0,lediviseur p*" Xyaw, — Xugo_, — (p*™ — 1) X, est principal, puisque p>" - (u &
vn) © (W@ v_y,) © (p?™ — 1) - u = 0. C'est donc le diviseur d'une fonction F,, rationnelle
sur X.

Lemme 7.14. — (i) Il existe f,, € O(Ys) — {0} telle que f2" = F,.
(ii) frn € Apn(Ys), et (fn)nen définit un élément de H(Ys,Z,(1)) dont image dans J
est v.

Démonstration. — Ona
p2nXu€an - Xu@v,n - (p2n - 1)Xu
:pn(anuEan — Xugv, — (pn - 1)Xu) + (anuGBvo - Xugo_,, — (" = 1)X)

Comme p" X 0, — Xuagv, — (p" —1) X, est principal, pour prouver le (i), il suffit de prouver
que la fonction F),, de diviseur p" X g0, — Xugv_,, — (P — 1) Xy, est une puissance p™-iéme
sur Y5.Orona

log F}, = p"(G(z ©ubvy) — Gz ©u)) — (GlzOuop” - vy) — Glz O u)),

et notre hypothése sur le développement de Taylor de G en x © u implique que log F), est

"1 ce qui permet de démontrer le (i). De plus, le diviseur de f,, sur Y; est

divisible par p
" Xyuao,, ce qui prouve que f, € A, ,,(¥5).

Le diviseur de F,11/FP est

P2n+1 (pXu@'U-n,+1 - XuEBp-vn+1 - (p - 1)Xu) - (Xueap"“vo - XU) er(XuGB:D"-vu - Xu)

n+1

(On a utilisé les formules p - V41 = Vpy V1 = p" 1 - vg et v_,, = p™ - vg.) Maintenant,

PXugons1 — Xugpvn — (P — 1) Xy est principal et

Gz o (udp"tg)) — Gxou) —p(Glz o (udp™n)) — Gz O u))

23 sur Y pour les mémes raisons que ci-dessus. On en déduit que

2n—+1

est divisible par p
F,4+1/F? est une puissance p -iéme sur Yj, et donc que fp,11/f, est une puissance
p"-iéme. Il s'ensuit que (f,,)nen définit un élément de HL(Ys,Z,(1)).

Enfin, p~"Div(f,) = Xugv, a pour image u & v,, dans Pic(Y}), mais comme u est dans
le sous-groupe H de J tel que Pic(Y;) = J/H, cette image est aussi vy, ce qui permet de

conclure. O
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Revenons a la démonstration du théoréme. On a ’j{—“ =p"B, —p "P_p, et comme

g

p "B =p " (FdG(x O uOP" - v) — *dG(z O ) = — Z Xi(vo)ny,; modp",

i=1
on voit que % tend vers Y 7_, Ai(v0)7u,i, et donc:
g g
dlog((fa)nen) = D Ai(vo)nui et warodlog((fa)nen) = Y Ai(vo)n; = log(ic, (v)).
i=1 i=1

On en déduit la commutativité du diagramme dans le cas de ic,,.

Pour traiter le cas de g, on pose Uy, qr = tpy, (P~ "v) et vy gr = 77(¥p,ar) On a donc
0(Un,dr) = Un et O(vpar) = vp. Ensuite, on définit 3, qr comme étant Bygyp, o — Bu en
ayant choisi G pour que 'image de (3, 4r dans J (BIR) soit ¥y, gr. Alors

g
log 7(ty (v)) = p" Z Ai(vn,ar)ni, pourtoutn € Z.
i=1
On définit F), g par Div(F), ar) = panu@U"‘dR —Xugv_pm— (p®™ —1)X,, et on prouve en
reprenant la démonstration du lemme 7.14 que F}, gr = ffl) T;R (alors f,, dr est un relévement
de f,). Enfin, le méme calcul que ci-dessus montre que % tend vers Y 7_; A; (Vo,dr)7u,i
et donc que son image dans H(}R(Ygdk) est Y7 | Ai(vo,ar)ni = log (i (v)), ce que 'on
voulait. O

8. Cohomologie des courbes non propres, sans bord

Soit Y une courbe non propre, sans bord. Le th. 8.1 ci-dessous décrit la cohomologie pro-
étale p-adique en termes du complexe de de Rham et de la cohomologie de Hyodo-Kato et,
dans le cas ott C' = C,, le th. 8.12 compare la cohomologie de Hyodo-Kato et la cohomolo-
gie proétale ¢-adique pour £ # p. Dans le § 8.4, on explique un autre point de vue, utilisant
la géométrie rigide comme dans [10], pour dévoiler les % structures cachées sur les courbes
p-adiques ¥.

8.1. Cohomologie proétale p-adique

Théoréme 8.1. — SiY est une courbe non propre, sans bord, on a le diagramme commutatif
fonctoriel de fréchets suivant :

0 — O(Y)/C —= HlouY, Q1)) — (B B s Hi (Y))V=09= — 0

| J s

)
0— O(Y)/C —L = QYY) HLY(Y) ————0

dans lequel les lignes sont exactes et les fleches verticales sont d'image fermée.
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Démonstration. — On peut écrire Y comme, au choix, une réunion croissante stricte d’af-
finoides Y, ou d’affinoides surconvergents YJ . Le théoréme se déduit donc, par passage 4 la
limite projective du th. 6.32 ou du th. 7.6 (on a R'lim &(Y,,) = 0 d’aprés le théoréme de
Kiehl).

L'image de v : (B} ® Hig (Y))N=0¢=P — H1 (V) est fermée car -y est la limite projec-
tive des v, : (B ® Hpg (YV,)N=0¢=P — HL (Y,) dont les images sont fermées comme
nous 'avons déja vu. Il en résulte que H;met(Y, Q,(1)) — Q(Y) est d'image fermée. O

Remarque 8.2. — (i) En passant a la limite dans le (ii) du th. 6.14 ou dans le cor.7.3, on
prouve que H}; (V') admet une filtration dont les quotients successifs sont :

H&R(Y) = [ Hl(F,C) - HseZ H‘}R(Yso) - H&(F,C)* ]7

oul' =T"(Y)etX =%(Y).
(ii) En passant a la limite dans le (ii) de la rem. 6.22 ou dans la prop. 7.4, on prouve que
H} ¢ (Y) admet une filtration stable par ¢ dont les quotients successifs sont :

Hiy(Y) = [ H'(T,C) — [Liex Ha(VF) — HA(D,C)* (~1)].

L'opérateur de monodromie s'obtient par passage a la limite et est aussi celui obtenu via la
rem. 1.6.
(iii) En passant a la limite dans le (i) du th. 6.21, on en déduit un isomorphisme

ik 1 C ®p Hi (V) = Hp (V).

8.2. Fibre spéciale d'une courbe sans bord

Soit Y une courbe sans bord. On va définir ce qui correspond ¥ 4 la fibre spéciale du modéle
semi-stable minimal de Y ¥. Comme une courbe analytique n’a pas forcément de modéle
semi-stable minimal, la définition qui suit est un peu ad hoc, mais a la vertu de fournir un
objet sur lequel AutcY agit (et méme AutxY si Y est définie sur K'). L'idée est de partir
de la fibre spéciale de n'importe quel modéle semi-stable de Y et de contracter tous les P!
contractibles. Ce faisant, on peut tomber sur un point, ce qui demande de modifier un peu la
notion de courbe marquée dun® 2.4.1.

8.2.1. Courbes marquées. — Soit X une courbe sur k¢ (i.e. une réunion dénombrable, loca-
lement finie, de courbes irréductibles, ou bien un point ou un ¥ point double ®). Si X n’est pas
un point ou un point double, un point marqué sur X est un couple (P, u(P)),ou P € X (k¢),
et la multiplicité ;1(P) de P est un élément de 9 R* U {oo}.

Une courbe marquée (X, A) est une courbe X munie d'un ensemble A de points marqués.
Une courbe marquée (X, A) est semi-stable si :
o X est a singularités nodales,

49. Comme nos courbes sont sans bord, leur fibre spéciale n’a pas de points de multiplicité 0+.
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o les composantes irréductibles de X sont propres et ne comportent qu'un nombre fini de
points marqués,

e les points singuliers de X sont marqués et leur multiplicité appartient a Q7 .

Elle est stable si elle est semi-stable et si, de plus, aucune composante connexe de X n’est
un P! avec 0,1 ou 2 points marqués.

8.2.2. ContractionsdeP!. — A partir d'une courbe marquée (X, A) semi-stable, on fabrique
une courbe marquée stable, en contractant tous les Playant0,10ou?2 points marqués (comptés
avec multiplicité) :

e SiunPlna pas de point marqué ou a un unique point marqué qui est lisse, c’est que la
courbe est réduite & ce P!, et quand on le contracte on obtient un point

e SiunP!aun unique point marqué qui est singulier, quand on contracte le Plle point
marqué devient un point lisse (que 'on démarque) si ce point est le point d'intersection avec
une autre composante irréductible ou bien le P! devient un point double si ce P! a de l'au-
tointersection.

e Si un P! a deux points marqués P; et P», on marque le point () obtenu en contractant

le P! en posant ©9) (Q) = p(Py) + p(P).

Remarque 8.3. — (i) Les régles précédentes sont dictées par ce qui se passe si on a deux tri-
angulations S et S’ d'une courbe analytique Y/, telles que S’ = S'LI{s¢ }. On passe de la fibre
spéciale de Yg: a celle de Ys en contractant le P! correspondant a sg et il y a deux cas : soit
So est de valence 1 sur I'(S”) et on obtient I'(.S) a partir de I'(S”) en retirant s¢ et l'aréte
qui part de sg, soit s est de valence 2, et on obtient I'(S) & partir de I'(S”) en retirant s et
en fusionnant les deux arétes partant de sp en une seule (dont la longueur est la somme des
longueurs des deux arétes). Il suffit alors de traduire ce qui précéde en utilisant le fait que
I'(S) et I'(S”) sont les graphes duaux des fibres spéciales de Yg et Y/ pour obtenir les régles
ci-dessus.

(ii) Pour trianguler une couronne correspondant & une aréte non relativement compacte
de I'*(Y'), il faut une infinité de sommets et dans 'opération ci-dessus il peut y avoir une
infinité d’opérations a faire, ce qui demande de passer a la limite dans certaines multiplicités.

(iii) Une fois tous les P! contractés, on obtient une courbe stable ou un point (double, par
convention, si le P! que l'on contracte a un point singulier).

8.2.3. Fibre spéciale. — SiY est une courbe sans bord, on définit la fibre spéciale Y de Y
comme étant la courbe stable obtenue a partir de la fibre spéciale du modéle semi-stable associé
a n'importe quelle triangulation S de Y. (Le résultat ne dépend pas de la triangulation car,
deux triangulations S1, S2 étant données, on peut trouver une triangulation S3 plus fine que
Sy et Sb, et les courbes stables obtenues & partir de .S; et S; sont isomorphes a celle obtenue
a partir de Ss.)

Les composantes irréductibles de Y*P sont les Y¥, pour s € X(Y). Si 3(Y) = &, on est
dans un des cas suivants :

50. Avec la convention a + 0o = oo.
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o Y n’est pas une courbe de Tate et Y*P est un point.
o Y est une courbe de Tate et Y*P est un point double.

8.2.4. Fonctorialité de la fibre spéciale. — Soit f : X — Y un morphisme de courbes ana-
lytiques (non constant). Si S et 7" sont des triangulations de X et Y telles que S D f~(T),
et si Xg et Y sont les modéles semi-stables de X et Y associés a S et T, alors f se prolonge,
de maniére unique, en f : Xg — Y7 ; on note fj : XZ? — Y;P le morphisme induit sur les
fibres spéciales.

Théoréme 8.4. — Si f : X — Y est une morphisme de courbes analytiques, il existe un
unique morphisme de courbes f : X** — Y*P tel que, pour toutes triangulations S et " de
X etY telles que S O f~!(T), le diagramme suivant soit commutatif :

fo
sp g SP
X S YT

P

X — S YP
(Les fléches verticales sont celles obtenues en contractant tous les P! contractibles.)

Démonstration. — Cela résulte de ce que 'image d’'un P! privé d'un nombre N de points
est un point ou bien un P! privé d'un nombre < N de points : ceci implique que I'image d'un
P! contractible sur X 2? est un point ou bien est contractible sur Y;p. Il s’ensuit que, si S et T’
sont fixés, il existe f;I:T unique faisant commuter le diagramme.

Pour montrer que f;‘:T ne dépend pas de S et T, il suffit, si S1, S2 et T, 75 sont des tri-
angulations de X et Y, de considérer une triangulation 73 de X, plus fine que 77 et T5, et

une triangulation S3 plus fine que S1, S et f~1(T3), et de constater que fgpl‘Tl = gpd T =
sp ' ’
Sa. Ty =

En appliquant le th. 8.4 a4 Y = X, on en déduit le résultat suivant.
Corollaire 8.5. — Le groupe Autc(Y') agit naturellement sur Y.

8.2.5. Les groupes Wy et WDy. — Soient K une extension finie de Q,, ¢ = |kx| et C =
C,. S1Y est définie sur K|, alors Gk agit sur AutcY par conjugaison, et le groupe Autg Y,
qui agit naturellement sur Y, est un produit : AutxY = Gg X (AutCY)GK .

Le frobenius géométrique ¢ agit, lui aussi, sur Y*P comme sur toute variété de caracté-
ristique p. Il en résulte que le sous-semi-groupe Autx (Y) x N de Autx (V) x ©? agit sur
Y*P. 1l agit donc aussi sur le corps k¢ des constantes, et on note W;ﬁ le sous-semi-groupe
de Autg (V) x N des éléments agissant trivialement sur kc, et Wy le sous-groupe de

Aut (Y) x ¢ engendré par W.

Remarque 8.6. — (i) Le groupe de Weil W ¢ de K est le sous-groupe de G’ x % des (g, ™)
agissant trivialement sur ko = F,,. La projection Gx x ¢* — % = Z définit une fonction
degrédeg : Wx — fZ,0llq = pl,etla projection G X ¢? — G fournit une injection
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t: Wk < G :un élément g de Gk est de la forme ¢(7y), avec v € W si et seulement si il
existe n € Z tel que g agisse par  — xP" sur F,, etalorsdegy = —n.
(ii) Par construction, on dispose d’applications naturelles

deg:Wy—><pZ:>Z et ¢: Wy — Autg(Y),

dont les restrictions 8 Wx C Wy sont les applications ci-dessus. On a Wy = Wg x
(AutCY)GK , et comme W g est dense dans G, on en déduit que Wy est dense dans Autx Y.

On note WDy le groupe algébrique produit semi-direct de G, et Wy, le produit étant
donné par ()\1, gl)()\g, gg) = ()\1 +pdeggl )\2, glgg), si )\1, Ao € Gy et g1, 92 € Wy. Le sous-
groupe de WDy engendré par W et G, n’est autre que le groupe de Weil-Deligne WD g
de K.

Si L est un corps, une L-représentation de WDy est une représentation du groupe de ses
L-points, et est équivalente a la donnée d'une L-représentation de Wy et d'un opérateur N
tel que Ng = pd89gN. Une telle représentation est dite lisse si tout élément est fixé par un
sous-groupe ouvert du groupe d'inertie /- (naturellement un sous-groupe de Wx C Wy).

Si Ly et Ly sont des corps et si V; et V5 sont des représentations lisses de WDy sur L
et Ly, on dit que V] et V5 sont similaires si elle deviennent isomorphes aprés extension des
scalaires 4 un corps contenant L et Lo.

8.2.6. Lissité de l'action de Autx (Y'). — On suppose L(Y) # @.

Théoréme 8.7. — Si g € Autc(Y) agit trivialement sur Y*P, alors g agit trivialement sur
Hap(Y).

Démonstration. — On utilise la description de la rem. 8.2. Comme 3(Y) # &, le graphe
I' = I'*(X) est le graphe dual de Y*P; il est donc fixe par g, puisque g agit trivialement sur
Y*P. Comme g fixe I', il agit trivialement sur H* (T, C') et sur H! (T, C)*, et il suffit donc de
prouver qu'il agit trivialement sur H (Y.?), si s € . Autrement dit, on est ramené au cas
ou Y est propre et a bonne réduction.

On peut recouvrir Y'*P par des ouverts U; étales au-dessus de la droite affine (et donc munis
de z; € O(U;) tel que dz; nes'annule pas sur U;), et utiliser le recouvrement de Y par les tubes
|U;[ des U; pour calculer Hy; (Y). Cela permet de se ramener au cas d'un affinoide X muni
dez € OF(X) tel que 0 = d% soit une dérivation de &' (X) (pour globaliser, on a aussi
besoin de savoir que H'(Y, C') = 0, ce qui suit de ce que toutes les intersections des |U;| sont
non vides et donc que le nerf du recouvrement est un simplexe). L’hypothése selon laquelle
g fixe la fibre spéciale implique qu'il existe r > 0 tel que g*z — z € p" Ot (X). Il s'ensuit
que, siw € Q'(X), alors g*w — w est la différentiellede Y, | 0" (&) (g*z — 2)", etla
série converge dans (X)) car, si p" % € O (X), alors pN%O”_l(i) € L0 (X) (pour
prouver ceci, il suffit de vérifier que c’est vrai en restriction a toute boule résiduelle, i.e. au
tube | P[ d'un point P de la fibre spéciale, et cela suit de ce que z — z(Fp) est un paramétre
local de | P[ pour tout choix de P €]P[). Ceci prouve que g agit trivialement sur H j (X)
et permet de conclure. O
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Remarque 8.8. — Si X(Y) = @ et si Y n’est pas une courbe de Tate, Hj(Y) = O et le
résultat est encore vrai. Si Y est une courbe de Tate, il faut convenir que la multiplication
par —1 n’agit pas trivialement sur le point double Y"*P si on veut que le résultat reste valable.

8.3. Cohomologie (pro)étale (-adique

Soit Y une courbe sans bord et soit I' = TI**(V ) On peut écrire Y comme la
réunion croissante d’affinoides Y,,. Alors H;met(Y Q1 = lim HL(Y,,Q(1)) (on a

proet(an Qu(1)) = HA(Y,,,Qu(1)) puisque Y, est un afﬁnmde) la limite ne dépend pas
du choix des Y,, car deux tels systémes sont cofinaux. Comme les HZ(Y,,, Q/(1)) sont des
banachs, H! .. (Y,Q/(1)) est naturellement un fréchet.

proet

Théoréme 8.9. — Si ¢ # p, le groupe H' ..(Y,Qy(1)) admet une filtration naturelle dont

proet
les quotients successifs sont donnés par :

Hpo (Y. Q(1)) = [ H'(T, Q)(1) — [Taenqy) Ha(Ye, Q(1))o — HA(T, Q)" |.

Démonstration. — C’est un résultat classique [20, 5.2.5] ou [19]; il se déduit du th. 6.3 par
passage a la limite. O

8.3.1. De la fibre spéciale 4 la fibre générique

On suppose que Y est définie sur une extension finie K de Q,, et donc Hproet(Y7 Qu(1))
est muni d'une action de Autg Y.

© L'action de WDy sur H}}met(YsR Qu(1)), ¢ # p. — La fibre spéciale Y*P de ¥ est munie
d’une action de Wy et donc sa cohomologie (log)proétale ¢-adique aussi. En tant que Q-
espace vectoriel, on a

Hr}roet(ys 7Q.£(1)) = H ( H Ysp Q.Z( )) cl(Fan)*v

sex(Y)
cette décomposition étant la décomposition par les poids de frobenius. L’action de Wy res-
pecte chacun des trois espaces ci-dessus : Wy agit sur Y et donc aussi sur I et, par suite
sur H(T',Qp)* et H(T', Qy) (cette action est d’ailleurs obtenue par extension des scalaires
d’une action sur H}(T',Q)* et H(I", Q)). L’action sur [Tiesv) HL(Ys?,Qu(1)) est un pro-
duit d'induites : si S est un systéme de représentants de X(Y") modulo l'action de Wy, et si
W est le stabilisateur de s € S dans Wy, alors

[ Ha(v? Q1) =[] (indy Ha(Y:P, Q(1))).
sex(Y) sesS
On peut naturellement enrichir cette action de Wy en une action de WDy en définissant
N par la recette habituelle (rem. 1.6).

¢ La recette de Fontaine. — La description ci-dessus, combinée avec le th. 8.9, montre, en
utilisant le fait que

Helt(Ysspva(l)) = Helt(Ysa Qf(l))oa
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que H}}roet(Y, Q1)) = lemet(YSP, Q(1)) en tant que Qg-espaces. Mais on a bien mieux : les
actions de AutgY et WDy sur lemet(Y, Qu(1)) et lemet(YSp, Q(1)) se déduisent 'une de
l'autre (th. 8.1 ci-dessous). Rappelons que, si V' est une Q,-représentation de Autx Y, on peut
lui associer une représentation WD(V') de WDy par la recette suivante (de Fontaine [23]).
e On choisit des systémes ((sn )nen et (p*/¢" )nen de racines £™-iémes de 1 et p.
e On note :
o xe : Gg — Z7 le caractére cyclotomique : g((pn) = exf(g), sin €N,
ocp: G — Zy le cocycle de Kummer associé a p: g(pt/¢") /pt/*" = Cgﬁ(g).
e On fait agir AutgY” sur Qy[u] a travers son quotient Gx qui agit par

g(u) = x7 " (9)(u + ce(9)),

et on munit Qy[u] de l'action triviale ®) de ¢ et de la dérivation N = d—(i. OnaNog =
xe(9)"tgo N,sig € AutgY (et donc N o g = p¥89g o N,si g € Wy).
e On pose alors

WD(V) =i, (Qulu] @ V)"

Clest une représentation de Autx Y (agissant diagonalement) munie d’actions de ¢ (triviale)
et N via leurs actions sur le premier facteur. En restreignant l'action de Autx Y X ng aWy
cela fournit une Q-représentation de Wy (car N o g = p¥89g o N sur Qu[ul,si g € Wy),
qui est lisse par construction.

Si V est une limite projective @n V., de représentations de dimension finie V,,, on pose

WD(V) = lim WD(V}).

Remarque 8.10. — Dans les deux cas, on retrouve V' (ou plut6t sa restriction au sous-groupe

dense Wy de AutxY) a partir de WD(V/) par la formule
V = (Qfu] ® WD(V))"=";
il est donc équivalent de se donner V ou WD(V).

Théoréme 8.11. — Si ¢ # p, on a une identification de WDy -représentations :
WD(H;roet(K Qﬁ(l))) = H}:}roet(Ysp7 Qf (1))

Démonstration. — Cela suit, par passage a la limite, de ce que H;met(YS, Q1) =
HL(Ys?,Qu(1)) (on est dans le cas de bonne réduction) en tant que représentation de W, et
de la formule ¥, de Picard-Lefschetz %, (rem. 6.5). O

51. L'action de ¢ est triviale sur la cohomologie étale ¢-adique car c’est 'identité sur les espaces topologiques. Il

n’en sera pas de méme pour la cohomologie de Hyodo-Kato.
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8.3.2. Comparaison entre les cohomologies étales p-adique et {-adique. — On suppose en-
core que Y est définie sur une extension finie K de Q,,.

Théoréme 8.12. — Les représentations de WDy sur Hproet(Y ,Qu(1)), pour £+#p, et sur
H}x (Y)(1), sont similaires.

Démonstration. — La filtration de la rem. 8.2 pour H}x (V') admet un scindage naturel par

les poids comme Hproet

(Y*P, Qy), et ce scindage est stable par Wy . Il suffit donc de prouver
que chacun des termes fournit des représentations similaires de Wy et que les opérateurs de
monodromie sont les mémes.

Sur les parties de la cohomologie ne dépendant que du graphe, c’est clair puisqu’elles sont
obtenues, par extension des scalaires, a partir d'une méme Q-représentation. En particulier,
les deux opérateurs de monodromie sont les mémes.

Il reste a vérifier que l'action de Wy est la méme des deux cotés sur le reste. Pour cela,
choisissons un systéme (Y;' )scs de représentants de composantes irréductibles de P mo-
dulo l'action de Wy (notons que Wy agit sur les composantes puisque ¢ les laisse stables). Si
s € S, on note W le stabilisateur de Y,¥. Alors 'action de W sur H} (Ys¥, Q) et HL, (YSF)
se factorise a travers End(.J,), ott J, est la jacobienne de Y;¥, et on conclut en utilisant le fait
que HL(YS?, Qp) et HL, (Ys?) sont similaires en tant que représentations de End(J5). [

cris

8.4. Une décomposition de la cohomologie de de Rham

Dans tout le reste de ce chapitre, on suppose que C' = C,,. Cela permet d’utiliser I'inté-
gration sur les courbes ([8, 9]) qui repose sur le fait qu'une puissance de frobenius devient
linéaire, ou [12] qui repose sur le fait que .J(C')/H est de torsion si .J est la jacobienne d'une
courbe et H est un sous-groupe ouvert de .J (@) )-

Le but de ce § est de faire le lien avec le point de vue de [10] pour la définition des groupes
de cohomologie de Hyodo-Kato. Nous allons définir des sous-groupes H j (Y )int, Hp,, (Y, Cp),
H iy (Y)iog,# de Hip (Y) (les deux premiers ne dépendent de rien mais le troisiéme dépend
du choix d'une branche du logarithme ou, ce qui revient au méme, de . = logp € C,) et
de prouver le résultat suivant.

Théoréme 8.13. — SiY est une courbe analytique connexe sans bord, on a une décomposi-
tion fonctorielle

Hc%R(Y) ( )lnteaH ( )@HdR( )10g7$a

et des isomorphismes fonctonels

H,, (Y, Cp) = HY(I™(Y), Cp) HiR(Y)Iog.z = H (I*"(Y),Cp)"

HdR H rlg Ysp/ﬁc )
seX(Y
Remarque 8.14. — (i) On peut écrire un affinoide surconvergent comme une limite projec-

tive de % wide opens ¥ pour lesquels le th. 8.13 sapplique. On en déduit un scindage (dépen-
dant de .%) de la filtration du (ii) du cor. 7.3.
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(i) La dépendance de ce scindage par rapport au choix de .Z fait intervenir 'opérateur de
monodromie N sur H}; (V) (cf. prop. 8.18).

8.4.1. Découpage associé & une pseudo-triangulation. — Soient S une pseudo-triangulation
fine de Y, et A I'ensembles des arétes de I' = I'(.S). On fixe une orientation de I'. A partir
de S, on fabrique un découpage de Y en couronnes analytiques (fibres génériques rigides de
jambes) et affinoides avec bonne réduction (fibres génériques rigides de shorts). On pourrait
reconstituer Y en recollant ces morceaux le long de cercles fantémes analytiques — encore
appelées couronnes d’épaisseur nulle, 'anneau des fonctions analytiques sur un tel objet est

I'anneau de Robba li%mr>0(&n ] O({s < vp(z) < r})) - mais on va plutdt recouvrir Y’

se|0,r
par des pantalons (52) ge recollan]t le long de couronnes ouvertes.

Sia € A, notons Y, lacouronne (i.e. la fibre générique d'une jambe) correspondant a a et, si
s € S,notons Y l'affinoide correspondant a s, et Z; le sous-espace analytique correspondant
a I'étoile de sommet s; on a donc Z, \ Yy = Ugea(s)Ya- Alors Z; est un pantalon, et Z, =
Y, U (Ugea(s)Ya) est son découpage en (fibre génériques rigides de) short et jambes. Les Z
forment un recouvrement de Y, et comme S’ est supposée fine :

® Zs, N Zg, est vide ou est une couronne ouverte Y,, avec a € A, si s1 # s,

®Zs NZs, N Zs, = T si sy, sz, s3 sont deux a deux distincts.

On peut utiliser ce recouvrement pour calculer la cohomologie de de Rham de Y a1la Cech.
Un 1-cocycle est une collection

((ws)s€S7 (fa)aEAc)7 avec wg € Ql(Zs)r fa S ﬁ(Ya)/ et dfa = wsz(a) - wsl(a)v

pour tous s € S et a € A.. Un 1-cobord est un 1-cocycle de la forme

((dEe)seS7 (Fsz(a) - Fsl(a))aeAC,)a avec Fs € ﬁ(Zs);

pour tout s € S, et H}; (Y) est le quotient du groupe ZJ; () des 1-cocycles par celui B}y (:5)
des 1-cobords.

Cette description de HJ; (V') permet d'introduire un certain nombre de sous-groupes na-
turels.

8.4.2. Résidus. — Si D est un disque ouvert, HjR(D) = (, et si Y est une couronne ouverte
généralisée {a < v,,(z) < S}, alors Hi; (Y) est un C,-espace de dimension 1, engendré par
la classe de %. En particulier,sia € A, H, ‘}R(YH,) est un C,-espace vectoriel de dimension 1
muni d'une base naturelle (au signe prés; le signe est déterminé par l'orientation de a). Si
w € QY(Y,), on définit le résidu Res,w de w comme la coordonnée de 'image de w dans cette
base de H; (Y,).

Sis € S, etsia € A(s), on définit le résidu Res(w, a) de w € Q1(Z,) en a comme celui
de sa restriction & Y,. La fonction Res(w) : A(s) — C, ainsi définie est dans le noyau de

or : C;:l ® C},S}. Plus précisément, si on compactifie Z; en une courbe propre Z en

52. Un ¥ basic wide open ¥ dans la terminologie de Coleman, i.e. le complémentaire d'un nombre fini de boules

fermées dans une courbe propre ayant bonne réduction.
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recollant des boules ouvertes D, le long des couronnes Y, pour @ € A(s), alors Z; et les D,,
forment un recouvrement de Z, ce qui fournit le diagramme commutatif, a lignes exactes,
suivant :

B(Z)B( & (Do) — & Q'(Ya) —H'(Z,,Q) —0

a€A(s) a€A(s)
i/ \LRes il
es S a: S
HY (Z) R cy) ci 0
8.4.3. Formes localement log-exactes. — Une forme différentielle w € Q!(Z;) est log-

exacte si on peut 'écrire sous la forme dfy + ._, /\i%, avec fo € O(Zs) et f; € O(Zs)*,
sil <4 <. Elle est Q-log-exacte si elle est log-exacte et si on peut prendre les \; rationnels
dans la décomposition ci-dessus (ce qui équivaut a ce que Res,w € Q, pour tout a € A(s)).
On note Qllog(Z 5) le sous-espace de Q' (Z;) des formes log-exactes, et H iy (Z;)10q image de
Qllog(Z s) dans Hj; (Z,). On a alors un isomorphisme

Hix(Z:)10g = Ker[07 : CA®) — C{)]
découlant du lemme. 8.15 ci-dessous.

Lemme 8.15. — Si ¢ € Ker(0? : ZAG) Z{s}), il existe M € Net f € O(Z;)* tels que
Res(%) = M¢.

Démonstration. — On peut compactifier Z, en une courbe propre Z° en recollant des
boules ouvertes D, le long des Y, via le choix d'un paramétre local T}, de Y, de telle sorte
que Dy = {v,(T,) > 0} et Y, = {p(a) > vp(T,) > 0}; on note P, le centre de D,,.

Soit J la jacobienne de Z¢. Choisissons ag € A, et notons P,, le centre du disque Dy,
ett: Z9 — J lapplication P + (P — P,,). Le sous groupe H de J(C,) engendré par
YD}, )0t D}, = Day \Yy,, est ouvert; on en déduit, car J(F,,) est de torsion, que J(C,,) /H
est de torsion. Il existe donc M € N et des Q; € D) tels que M (Y ., ¢(a)u(Py)) +
>~ £(Q;) = 0. Mais alors M (Y ,cnd(a)(Po—Pay)) + > £(Qj — Pa,) est un diviseur

principal et la fonction f € C,(Z2)* dont cest le diviseur a les propriétés voulues. O

Un 1-cocycle ((ws)ses, (fa)aca.) € Zig(S) est localement log-exact si w, € Qllog(Zs)
pour tout s € S. Il est globalement log-exact s'il existe f € '(Y)* tel que w, = % pour tout
s €S, et f, = 0pour tout a € A.. On note Hjp (Y )10 'image dans Hj, (Y') des 1-cocycles

localement log-exacts.

8.4.4. Cohomologie analytique. — Coker [8 : Cg — C;;‘C] s'identifie naturellement & un
sous-espace de H j (Y )iog :si ¢ € CﬁC, on peut lui associer le 1-cocycle ((ws)ses, (fa)aca.),
avecws = Oet f, = ¢(a), qui est trivialement localement log-exact; ce cocycle est un cobord
si et seulement si ¢ est dans 'image de 0. Plus conceptuellement, si on note H} (Y,C,) le
groupe de cohomologie analytique, on a

Coker[0: C) — Ci¢] = H'(I',C,) = H,,(Y,Cp).
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Siw € Hi(Y), on note Res(w) € C? la fonction @ — Res(w, a), ott Res(w, a) est le
résidu de la restriction de wa Y,. On a

Res(w) € Ker[9* : Cz‘ — Cg] = HXT,Cp)*,
et Res induit une suite exacte
0— HYI',Cp) = Hgg(Y )y — Ho (I, Cp)*.

8.4.5. log ., -cobords. — Choisissons une branche log ., du logarithme (log ' est labranche
du logarithme définie par log ., p = & )- Un 1-cocycle localement log-exact est un log o
cobord s'il existe F, pour s € S, de la forme F; = f; o + 22:1 Ailog o, fs.iyavec fso €
O(Zs), fsi € O(Zs)*si1 < i < 7, telles que l'on ait wy = dFy et fu = Fy,q) — Fs,(a)
pour tous s € S eta € A.. On note H(}R(Y)log’g le sous-espace de HjR(Y)log engendré par
les log ,-cobords.

Proposition 8.16. — Res induit un isomorphisme
Res : Hip (Y)iog, o — Ker 0* = H,(I',C,)*.

Démonstration. — Il résulte du lemme 8.15 que I'on peut trouver w, de la forme ), \; “;{_’i ,

avec f; € O(Z,)* dont le résidu est ¢ 4(5). On obtient un log ,,-cobord dont la restriction
durésidua A\ A, est ¢ en faisant la somme des (ws, (Fs,a)aca,(s)) OW sia € Au(s), Fsq
est la restriction a Y, de &), \;log , f; suivant que s3(a) = s ou s1(a) = s : cela marche
car Fy,(a),a — Fis,(a),a € O(Ya) bien que ni F, (4 o ni Fy, (4),, ne soient holomorphes sur
Y, a priori. O
8.4.6. Formule % de Picard-Lefschetz %

Remarque 8.17. — (i) La prop. 8.16 prouve que H (Y )15 — HZ(T',C,)* est surjective et
fournit un scindage (dépendant de .¢’) de la suite exacte

0— H'(I',Cp) = Hig(Y)ig — HX(I,Cp,)* — 0.

(ii) L'application ae : Hjz (Y)iog — H*(T',C,) qui se déduit de ce scindage est la sui-
vante. Soit ((ws)ses, (fa)aca, ) un 1-cocycle localement log-exact. Il existe une primitive F
dew, sur Z, delaforme fo+>_, Ailog ., fi,avec f; € O(Z,)* (bien définie a addition d'une
constante prés). Si a € A, alors ¢, = fo — (Fy,(a) — Fi,(a)) est une constante, et (¢q)acA.
définit un élément de H* (T, C,) = Coker 9, ce qui fournit une application

oy Hg (Y — H'(T',Cp)
qui est l'identité sur H'(T, C,,) de maniére évidente.
Proposition 8.18. — (i) Si .4, % € C,, alors
az, (W) = ag (W) = (L2 — 21) Ny(Res(w)).
(ii) Si f € O(Y)*, alors NH(Res(%)) = 0.
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Démonstration. — Soit @ € A.. On peut trouver des fonctions z, ;, pour ¢ = 1,2, méro-
morphes sur Yy, (,), holomorphes sur Y, telles que VZ, () (a,i) =0, et Tq,1%4,2 = (v, avec
vp(0ra) = pla).

Si Res(w, a) = k, alors

Fo (o) = klogy a1 +G1 et Fyu) = —rlogy x4, + G2

sur Yy, out G1, Gy € O(Yy), et donc Fy, (o) — Fy (q) = —klog, aq + G2 — G, puisque
Za1%q,2 = 0. Laformule logiﬂ2 a, = logip1 Qg+ (L — 21 )u(a) permet de prouver le (i).
Si (ws)ses, (fa)aca,) = % est globalement log-exacte, on peut poser Iy = log., f,

pour tout s, ce qui prouve que

af(d}‘) 0,

pour tout .%, et permet de déduire le (ii) du (i). O

Remarque 8.19. — (i) H),(Y,C,) a une Q-structure naturelle fournie par H} (Y, Q) qui
coincide avec la Q-structure naturelle sur Ker 0. De méme, Hp (Y )10g, ¢ @ une Q-structure
naturelle fournie par les log ., -cobords qui sont localement Q-log-exacts, et cette Q-structure
coincide avec la Q-structure naturelle sur Ker 0*. La formule définissant IV, montre que N,
respecte les Q-structures.

(ii) Pour une formule du méme genre, dans le cas propre, cf. Mieda [40].

8.4.7. Cohomologie de de Rham intérieure. — On définit la cohomologie de de Rham in-
térieure de Z; comme le sous-groupe

H;R(Zs)int = Ker [HC}R(ZS) — @aeA(s)HjR(Ya)]-

Ce groupe s'interpréte aussi comme la cohomologie rigide de Yz* : on note Y3¥'™ la courbe
Y.? munie de la structure logarithmique induite par Y et juste Y,? la méme courbe avec la
structure logarithmique triviale. On a alors [28] des isomorphismes

H1 (szp7></ﬁ>< ) = p®K0H1 (Ysp,X/ﬁ;éo)’ r1g(YSP/ﬁC ) p®K0 r1g(Y /ﬁKO)

rig rig

et le diagramme commutatif suivant dans lequel les lignes sont exactes (la premiére ligne est
juste la suite de Gysin) :

0 — Ho(YF/Oc,) — Hig(YP™08) — Daeas) Hig(Pa/ Oc,) — Hi(YsF/Oc,) — 0

| | ; !

0—> HY (Z)ine HL(Z,) Res c, ) c, — o0

(cf. [28] pour le second isomorphisme vertical, le premier est fourni par la commutativité du
diagramme).
On a une décomposition :

H&R(ZS) = HL}R(ZS)int ©® H;R(Zs)loga
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conséquence directe de I'exactitude de la seconde ligne du diagramme et de I'isomorphisme
H&R(Zs)log = Ker [a: : CPA(S) N Cp{s}] )

Lemme 8.20. — Si Y est un pantalon, etsi f € O(Y)* vérifie Res(%) = 0, alors % est

exacte : il existe g € O(Y') tel que dg = %.

Démonstration. — Découpons Y en un short Y; et des jambes Y,, pour a € A. Comme
Res(%) = 0, cela signifie que v, (f) est constante sur chacune des couronnes, et donc le
minimum est atteint sur Yj, et donc v,(f) est constante. Comme on peut diviser f par une
constante, on peut supposer qu'il existe g € Y,(C) tel que f(zo) = 1, etalorsvz(f) =0
sur tout sous-affinoide Z de Y.

Si0 < & < inf, u(a), et si Y, est la couronne 0 < v,(z,) < p(a) (recollée & Yy le long
du cercle fantéme en v,(z,) = 0), on note Y; l'affinoide réunion de Y; et des couronnes
0 < vp(a) < p(a) — 4. Alors d(Y5,0Y) > 6, et donc vy, (f — 1) > § (prop. 2.9) puisque
xo € Ys et f(zg) = 1.1l s'ensuit que la série définissant log f converge dans €(Yj) et,
ceci étant vrai pour tout J, que log f € &(Y"). On a alors % = d(log f), ce qui permet de
conclure. O

La théorie de I'intégration de Coleman fournit un plongement naturel de la cohomologie
intérieure des Z, dans Hj (Y). Soit so € S, et soit w € Q'(Z,,). Une branche log, du
logarithme étant fixée, I'intégration de Coleman permet de définir une primitive F,, de w
sur Zs,, localement analytique (pour la topologie p-adique, pas pour la rigide), uniquement
déterminée a addition prés d'une constante. De plus cette intégration est fonctorielle, et si
w=dfo+ > i, )\Z% est log-exacte, alors F, = fo + > . A log ., fi (a constante prés).
En particulier, il résulte du lemme 8.20 que w définit une classe de cohomologie intérieure si
et seulement si F, est holomorphe sur Y;, pour tout a € A(sg) (dans ce cas F,, ne dépend
pas du choix de .Z, et w; est exacte si et seulement si F,, est holomorphe sur Y).

Ceci permet, si w € Hj; (Zs, )int, de définir la classe de w dans Hj; (Y) comme la classe
du cocycle ((ws), (fa)), avec ws, = w,ws = 0si s # so, fo =0sia ¢ A(so), et fo = £F,
suivant que sz2(a) = sp ou s1(a) = so, si @ € A(sp). Si on change F,,, cela modifie le
cocycle précédent par un cobord, et donc la formule ci-dessus définit une injection naturelle
de Hjy (Zs)int dans Hjp (Y), pour tout s € S.

Lemme 8.21. — L’injection ci-dessus de HjR(ZS)im dans H;R(Y), pour tout s € S, s’étend

en une injection continue de [, . ¢ Hiz (Z)int dans Hi (V).

Démonstration. — Si (ws)ses est une collection de formes différentielles dont les classes

sont intérieures, la série des cocycles associés converge car elle ne fait intervenir, localement,
1 1

ses Hig(Zs)int — Hg(Y) car les

Y, sont disjoints, et que I'exactitude de w; sur Y équivaut a I'exactitude de w;. O

que des sommes finies, et on obtient ainsi une injection [ |

H‘}R(Zs)int

On définit la cohomologie de de Rham intérieure de Y comme le sous-groupe [ |

de H (V).

ses
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Proposition 8.22. — (i) HjR(Y)int ne dépend pas du choix de .S :
H&R(Y>int = H HjR(Zs)int-
sex(Y)
(ii) On a une décomposition naturelle (dépendant de .¥)

Ha(Y) = Hag (Y )iog, 2 & Hop (Y, Cp) @ Hg (Y Jine-

Démonstration. — Le (i) suit de ce que Y;" est de genre Osi s € S\ (V). Pour prouver
le (ii), on utilise I'isomorphisme H. le(Y)h,& o = Ker 0* pour tuer les résidus, puis les classes
intérieures pour tuer les w; et obtenir un élément de H. (Y, C,). O

8.4.8. Fonctorialité. — Soit u : Y/ — Y un morphisme de courbes analytiques sans bord,
et soient S et S’ des triangulations de Y et Y. Siw = ((ws), (fa)) € Zix(S), on définit
uw'w = ((wy), (far)) € Ziz(S’), en posant

u*ws siu(s’) € Zs\ (I—IaeAc(s) Ya),
Wet =
° U*ws, (o) siu(s’) € Yyeta € A

—u*fo stu(Yy) C Yy u(s1(a’)) = s2(a) et u(se(a’)) # s2(a),
fo=qu*fe  siu(Yy) C Y, u(sa(a’)) = s2(a) etu(si(a’)) # sa(a),
0 dans les autres cas.

Alors u*w est un cobord si w en est un et u* : Hi (Y) — Hp (Y") est I'application induite.
Il est alors immédiat que :

u*(Hy (Y, Q) C Hyy (Y, Q) et u*(Hig(Yiog.#) C Hig(Y')iog, 2
et la fonctorialité de I'intégration de Coleman fournit I'inclusion
u*(Hig(Z)int) C Hig(Z int-
On en déduit la fonctorialité la décomposition
H&R(Y)Iog = H&R(Y)int 2 Haln(ya Cp) D H;R(Y)Iog,f-

8.4.9. Cohomologie de Hyodo-Kato. — Cerésultat permet de décrire directement 'isomor-
phisme de Hyodo-Kato : on définit H}y (Y') comme le ép-espace vectoriel

(Tlyes Hig(Ys?/0g,)) @ H'(T,Cp) @ HE(T, Cp)*(—1).
que 'on munit :
e du frobenius naturel ¢ sur chacun des facteurs,
o de I'opérateur de monodromie N de la rem. 1.6,
e de l'isomorphisme tgx, » : K ® Hyx(Y) = Hjz(Y) (qui dépend du choix de .%),

somme directe des isomorphismes
K® H'(I'(%),Cp) 2 HL(Y,K), K®HNI(%),Cp)* = Hp (Y )iog,

K ® Hr]ig(%/ﬁép) = H(}R(Zs)inb
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Remarque 8.23. — (i) L'isomorphisme ¢y du (iii) de la rem. 8.2 correspond & tpx_» pour
Z =0.

(ii) Les fonctorialités de la décomposition de la cohomologie de de Rham et de la cohomo-
logie rigide impliquent que Y — (H (Y), Hp (Y), tuk, ) est fonctoriel.

(iii) La définition de H}x (V) en fournit une décomposition naturelle qui n’est autre que
la décomposition par les poids de frobenius : Hrlig(@S / ﬁép) est le sous-espace de poids 1,
HY(T(%), Ko) celui de poids 0 et H}(I'(#), Ko)*(—1) celui de poids 2.

Appendice A

Plaidoyer pour un peu de modération

Dans cet appendice, on étudie les pathologies de la cohomologie étale de la boule unité
ouverte, et on propose une piste pour les supprimer.

Soit B3 la boule unité ouverte (i.e. & (é ) = O¢|[T]]). On a défini au n° 4.2.1 le complexe
Syn(é , 1) et calculé ses groupes de cohomologie H:yn(é ,1) (prop. 4.6). On va s'intéresser
au lien entre les H (é , 1) et la cohohomologie étale (a coefficients dans Z,(1)) de % la ¥,

syn

) )
(53) Ban de B (c'est I'espace rigide associé : si 1, est une suite de rationnels

fibre générique
vérifiant r,, > 7,41 et limr,, = 0, alors B est la réunion croissante des B, ol B;" est la
fibre générique de la boule fermée B, = {v,(T) > r},ie. O(B,) = ﬁc<%>). Notons que les
résultats qui suivent s'étendent verbatim aux couronnes ouvertes : pour toutes ces histoires,
une couronne ouverte se comporte comme la réunion de deux boules ouvertes attachées en
un point.

Sir € Q on pose 0(B,) = Acris<§>. On a donc Q!(B,) = 0(B,)

complexe

i;{' On dispose du

_e 1-£)—d

. (d1-2 ~ ~
Syn(B,,1) := F'0(B,) OB, ® 0(B,)

QY(B,),

ot ¢(T') = T?. Ce complexe calcule la cohomologie étale de la fibre générique de B, : c’est
clair pour H?; pour H!, c’est un cas particulier du cor. 6.25 (ou du th. 5.34, via le le cor. 5.5);
pour H?, cela découle de ce que nyn(Br, 1) = 0 (prop. 4.7) et de ce que H?(B",Z,(1)) = 0,
d’aprés Berkovich [4, cor. 6.1.3].

A.1. Groupe de Picard. — Comme C' (p%) est, pour tout r € Q, un anneau principal, on a

{(f'n)néNv fn € ﬁ(Bm)*}
{(gn+197 nen, gn € O(B,,)*}

De plus, on peut remplacer &'( B, )* par son sous-groupe des f valant 1 en 0, et tous les f,,,

Pic(B™) =

gn, etc. qui vont intervenir vérifient cette propriété.

53. Comme nous l'expliquons au § A.4, il y a plusieurs objets différents qui peuvent prétendre étre ¥ la ¥, fibre
générique de B. Dans le texte principal, nous avons juste défini &'( B8™") sans spécifier dans quelle catégorie B&™

vivait.
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A.1.1. Le théoréme de Lazard. — Rappelons le résultat fondamental de Lazard [36] concer-
nant le groupe Pic(B™").

Proposition A.1. — (Lazard) On a la dichotomie suivante :
o Si C est sphériquement complet, alors Pic(éan) =0.
o Si C n’est pas sphériquement complet, alors Pic(éa“) # 0.

Nous allons avoir besoin de préciser ce qui se passe dans le cas non sphériquement complet.
Les résultats suivants sont des variations sur [36, § V, prop. 6].

A.1.2. Construction d’éléments non divisibles. — Comme C n’est pas sphériquement com-
plet, il existe des suites (D), ), e strictement décroissantes de boules fermées, dont la valua-
tion —r,, tend vers 0, et telles que N,, D,, = &. On choisit une telle suite et z,, € D,, pour
tout n, puis a, € D,, \ Dy, 41 vérifiant vp(a, — Zny1) > —7y;onaalors Dy, = B(ay,, —75)
et

—Tp41 > Up(a'n-l-l_an) > —Tp > Up(an_an—l) R nli{go rn =0, mnB(a’m _rn) =g

Soit uy, = 1 — (@y, — ap—1)T. Comme v,(ay, — ap_1) > —ry,onau, € 0(B,, )*.

Proposition A.2. — La classe de (uy,)nen dans Pic(é“) n'est pas divisible par p et, plus gé-
néralement, celle de (ugk )nen Nest pas divisible par pF*1.

Démonstration. — Suppons que cette classe est divisible par p. 1l existe alors vy, g, €
O(By,)*, telsque u,, = UZA g%, pour tout n € N. Quitte a diviser g,, v,, par des constantes,

on peut supposer que
gn=14+a,T+---, vy=14v,T+---,
et 'hypothése d'inversibilité implique
vpla) > =1y, Up(vy) > —1y,.

Soit wy, = (1 — (a1 —ag)T) -+ (1 — (ap-1 — an—2)T). Onau, = <+ sur B, . On en
déduit que /

Wntl _ Wn p

Un+41 Un "
Si ¥ =14 3,7+ -, larelation précédente implique

Un

Bpi1 = Bn + pan, etdoncf, — By € pl 00, pour tout n.
Maintenant, on a Bn = ag — Qyp — Vp, et donc
ap — Bo = an + vy + (Bn, — Bo) € Blan,—ry), pour tout n.

On en déduit que ag — By € NpB(an, —Ty), ce qui conduit & une contradiction puisque cette
intersection est vide par hypotheése. Cela prouve que cette classe n’est pas divisible par p.

Le cas k général se traite de la méme maniére : il suffit d’élever tout a la puissance p*, ce
qui multiplie les coefficients de T par p*. O
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A.1.3. Lesous-groupe de torsion du groupe de Picard. — Le but de ce numéro est de prouver
le résultat suivant.

Proposition A.3. — Le groupe Pic(é ) est sans torsion.

Démonstration. — 11 suffit de prouver que Pic(é) n'a pas de p-torsion. Si (up)nen €
[I.en O(B;,)*, on note [(uy,)] sa classe dans Pic(é). On pose T,, = T/p™, et donc
Totr =p™~ "™+ T,. Alors O(B,, ) = Oc(T),).

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme A.4. — Soit (Un)nen € [l,en O(Br, )" S’ll existe 6 > 0 tel que u, € 1+
p°T,0(B,,) pour tout n assez grand, alors [(u,)] =

Démonstration. — On peut écrire u,, = szl Up, ky AVEC Uy ), = 1 + p‘saka,’f etank €
O tend vers 0 quand k — oo (n étant fixé) : I'existence des a,, ;, € ¢ estimmédiate et pour
prouver que a, ; — 0, il suffit de développer, de regarder modulo P20, p39, etc., et d'utiliser
le fait que u,, est un polynéme modulo p25, p3‘5, etc.

On choisit Ny, tel que § — kr,, > 0sin > Nj. On définit vy, i par v,k = 1sin = Ny et
Un+1,k = Un kUn k Si 7 € N. De maniére explicite, on a

IT= Nk(l + pPa; p K TF) sin > Ny,
k. =
" IV (1 4 pPag pp® eI TEY=1 sin < Nj — 1.

Comme a,, j; — 0 quand k — 00, on voit que, si 0 < ¢’ < §,alors vy, € 1 —|—p5/Tnﬁ(Brn),
pour tout k (on a méme v, € 1+ p°TOC[[T]] si Ny < n), et que v, — 1 — 0 dans
p?'T,,0(B,.,) quand k — +oc. Il Sensuit que v,, = [Ii>1 Vnk € O(By,)* et commeona

n =T tnk = [1(Vn+1,k/Vnk) = Unt1/Vn, cela permet de conclure. O
Revenons 4 la preuve de la prop. A.3. On suppose que [(u?)] = 0 et on veut en déduire
que [(un)] = 0.

Ecrivons u,, = 1 + Zk>1 an 1T et posons ulP) =1+ Zk>1 Tpk Alors u'? /u” €
1+ pT,0(B,,), pour tout n, et il résulte du lemme A.4 que [u (p)]
() _

= 0 puisque [(uf)] = 0.
On peut donc écrire uy ' = Wy 41 / w, pour tout n, avec wy, € % ( m) .De plus, comme les
seules puissances de 7" intervenant dans u%p ) sont les TP% on peut éliminer les puissances de
T premiéres a p dans les w,, une par une (on commence par 7" en remarquant que le coefficient
ay de T dans w,, ne dépend pas de n, ce qui permet de diviser w,, par 1+ a; 1 pour tout n, et
on recommence avec T2, etc.). On a alors w, = 1 + Zk>1 wkaﬁk

Soitw!, , = (wy,1)/P (pour un choix de racine p-iéme), et soit wy, =14 54 w;’kaf €
1 + T,,0(B,,). Alors (u(w),,,/wl,) ") € 1+ pT,,0(B,,) car (w,)?/w, € 1+
pT,0(B,,) et up /u(p) € 1+ pT,0(B,,). 1 en résulte que up(w, ,/w,)"" €
1 + p'/?T,0(B,,), et le lemme A.4 fournit une suite de v/, € O(B,,)* tels que
Up (W) 1y /wl) ™t = v}, /v),. Si on pose alors v, = v,wl, onauv, € O(B,)* et

Up, = Un+1/Vy, pour tout 1. On en déduit que [(uy,)] = 0, ce que I'on voulait. O
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A.2. Cohomologie étale. — On a une suite exacte
0 Z/p" ® O(B™)* — HL(B™,Z/p"(1)) = Pic(B™)[p"] — 0.
Comme ﬁ’(é“)* = C* x (1 + Oc[[T]]) et que Z/p™ ® C* = 0, on déduit des prop. A.1

et A.3 le résultat suivant (le cas de Z,, se déduit du cas de Z/p" en passant a la limite puisque
1+ Oc|[T]] est séparé et complet pour la topologie p-adique).

Corollaire A.5. — On a des isomorphismes :
Hy(B™,2/p"(1)) = 2/p" ® (1 + Oc([T])), sin>1,
HL(B™,Z,(1)) = 1+ TOc|[T]].

Comme He%(éa“, Z,(1)) est le complété p-adique de Pic(éa“), on déduit de la prop. A.2
le résultat suivant.

Théoréme A.6. — On a la dichotomie suivante :
e Si C est sphériquement complet, H2(B*,Z,(1)) = 0.
o Si C' n'est pas sphériquement complet, H, i(é”ﬂ Z,(1)) # 0 et n'a pas de torsion.

Remarque A.7. — Supposons C' non sphériquement complet.

(i) En utilisant les exemples de la prop. A.2, on peut montrer que H2(B*",Z,(1)) est, non
seulement non nul, mais ¥ énorme %¥..

(ii) Comme HZ2(B*™,Q,(1)) # 0, cela fournit un exemple de non injectivité de I'appli-
cation naturelle de la cohomologie étale vers la proétale puisque Hgmet(Ba‘“7 Q,(1)) =0
(cf. [18, 16]).

A.3. Cohomologie syntomique et cohomologie du groupe fondamental

On remarque, en comparant les résultat du § A.2 avec ceux de la prop. 4.6, que Syn(é ,1)
calcule la cohomologie étale de B si O est sphériquement complet mais pas si C' n’est pas
sphériquement complet. Une explication est la suivante : dans tous les cas, le complexe total
associé au complexe double

L (d1-9) - L (1-%)-d _
HneN Flﬁ(Brn) — HneN Ql(Brn) S HneN ﬁ(BTn) — HneN Ql(Brn)

/ (d1-%) ¢ ¢ L (1-2)-d /

HneN Flﬁ(ng) ;; HneN Ql(é'r’n) S3) HneN ﬁ(BTn,) 41)) HneN Ql(ém)

dans lequel les fleches verticales sont (zy,)nen — (T, — Tn+1)nen, calcule la cohomologie
étale de B puisque les B} forment un recouvrement croissant de B,

e Si C est sphériquement complet, ona R! lim,, p~*" & = 0, pour toute suite strictement
décroissante (s, )pen de nombres rationnels. On en déduit des résultats analogues pour A,
F'A_,,, etc. Lanullité des R! lim ci-dessus implique que les fléches verticales sont surjectives;



COHOMOLOGIE DES COURBES p-ADIQUES 117

on peut donc remplacer le double complexe par le complexe des noyaux des fléches verticales
qui n’est autre que Syn(B, 1).
o Si C n’est pas sphériquement complet, les fleches verticales ne sont pas surjectives, et on

ne peut pas remplacer le double complexe par Syn(é ,1).

Il y a donc une dichotomie un peu désagréable mais, comme nous allons le voir, Syn(é ,1)
calcule dans tous les cas la cohomologie continue du groupe fondamental de B,

Soit R = O¢|[[TY]), et soient R la cdture intégrale de R dans l'extension profinie étale
maximale de R[Ilj] et Gg = Aut(R/R).
Proposition A.8. — Le complexe Syn(é , 1) calcule la cohomologie continue de G a va-
leurs dans Z,, (ou Z,,(1), puisque C' est algébriquement clos).

Démonstration. — On note R, lasous-R-algébre R[(1+T)? | de R, et R, son complété
pour la topologie (p,T')-adique. Alors I' = Aut(R../R) = Z, (on choisit un générateur
topologique v de I'), et ]TEOO est perfectoide. On en déduit que la cohomologie de G est
calculée par le complexe

B (1=7,1-¢) (1-p)—(1-7) B

Ro®R
ot Ac = W(C?), AL = W(Og») et R=Ac Dl AL[[T]), les actions de 7y et ¢ sur R étant
donnéespar y(T) = (1 + m)T + m,oun = [e] — L et o(T) = (1 + T)? — 1. (Pour aboutir a

~

cette expression au lieu de Roo = W (R [%]b), il faut utiliser I'inverse a gauche v : R—R

de ¢ donné par w(Z];:_Ol(l + T)i(x;)) = o, et le fait que y — 1 est inversible sur RY=0;
cela permet de décompléter comme d’habitude.)
Ensuite, on vérifie que le complexe ci-dessus est quasi-isomorphe a

_}( )]§+ (I=v,1—¢) ]§+ o lR'Jr(l*W)*(l*W)R'JF
o= 1(m T > 5

ou R = AZ[[T)] (c’est comme d’habitude, utiliser le complexe avec 1 au lieu de ¢ et le fait
que R¥=1 = (R*)¥=! et le fait qu'une solution y € R¥=" de (y — 1)y = x appartient a
(LRT)¥=Csiz € (R*)¥=C). On plonge W%(W)RJF et LRT dans F'R* et RT par z + mz,
puis on plonge F' Rt et R dans F10(B) et 0(B) (il faut vérifier que ceci induit un quasi-
isomorphisme). Enfin, on remarque que 'YT_I = 0 modulo 7, ce qui permet de passer du
complexe obtenu a Syn(B, 1) comme dans [17], [27]. O

A.4. lafibre générique adoque. — Il résulte de la prop. A.8 et du § A.3 que, si C est sphéri-
quement complet, la cohomologie étale de B est celle de son groupe fondamental (i.e. B
estun K (m, 1)), alors que si C' n’est pas sphériquement complet, ce n’est pas du tout le cas. On
peut s’extasier devant la richesse du monde p-adique ou considérer que c’est une pathologie
dont on aimerait se débarrasser.
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On peut penser que le probléme vient de ce que 'on n’a pas pris la bonne fibre générique et
que, pour restaurer un peu d’ harmonie, il faudrait la remplacer par la fibre générique adoque
dont nous allons esquisser une définition possible.

Soit Y un affinoide sur C. On retrouve la topologie rigide sur Y en prenant comme base
d’ouverts les images inverses (i.e. les tubes) des ouverts de modéles de Y sur O¢. Si U est un

ouvert d'un tel modéle %, on a Oy (JU|) = O (U)[L].

p
On peut enrichir cette structure, en définissant Y2d° comme 'ensemble des points de les-

pace adique associé a Y se spécialisant en un point de % ado pour un choix de modéle assez
fin de Y (on n’obtient ainsi que des valuations de rang 1 ou 2 induisant v, sur C), et en pre-
nant comme base d’ouverts de Y4 les images inverses (i.e. les tubes) des ouverts des schémas
adoques associés aux modéles de Y sur . Si U est un ouvert adoque d'un tel modeéle %/, on
pose Oy (JU]) = Opaae(U) [%] ; la fibre générique de U est I'espace annelé image inverse de
U dans Yd,

Une variété adoque est alors un espace annelé, localement isomorphe & un ouvert de yado
ou Y est un affinoide sur C.

SiY est un schéma adoque obtenue en recollant les U; le long des Uj j, sa fibre générique
Y8 est la variété adoque obtenue en recollant les fibres génériques des U; le long des des
fibres génériques des U; ;. En particulier, si Y est un affinoide, yado et 1a fibre générique de
n'importe lequel de ses modéles.

Remarque A.9. — (i) Soit B a boule unité ouverte vue comme variété adoque. Alors
ﬁ(é"‘d") = Oc[[T) [%] Si on considére 4 la place la boule unité rigide B, alors ﬁ(éan) =
A+, anneaudes Y, - a,T", avec a, € C et vy(ay) + nr — 400 quand n — +00, pour
tout » > 0. Remarquons que éa“ peut aussi étre considérée comme variété adoque, réunion
des boules fermées B,,n, et on a une injection B <y Bado (correspondant & l'injection natu-
relle & (Bad") -0 (B"‘“)) mais cette m]ectlon n’est pas un isomorphisme : le cercle fantéme
a la frontiére de B*% n’appartient pas a B cariln ‘appartient a aucune des B, .

(ii) Bdo est quasi-compacte contrairement & B car un voisinage du cercle fantdme a la
frontiére doit contenir un domaine rationnel non trivial, et on peut donc extraire de tout
recouvrement ouvert un recouvrement fini. Cela signifie que I'on n’a pas de probléme de
R!lim, et donc que

Pic(B*°) =0

On en déduit que Syn(é, 1) calcule la cohomologie étale de Bado indépendamment du fait
que C soit ou ne soit pas sphériquement complet.

(iii) Ce résultat laisse espérer que les (fibres génériques d’) affines adoques soient des
K (m,1) comme le sont les affinoides d’aprés Scholze [43, th. 1.2]. Si tel n’est pas le cas, on
pourrait envisager de changer la définition de la cohomologie proétale pour I'imposer...
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